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Neuer Verlag von B. G. Teubner in Leipzig. 

Burmester, Dr. L., Professor am königl. Poh technik im ^u Dresden, 
Theorie und Darstellung der Beleuchtung gesetzmässig 
geetaltetei Flachen mit besonderer RJckei ht a if die Be- 
lüifnia e tecln hei Hoeliscliulcn. "Mit emöm \tlae von 
Meizeln Ithn^iaihuten Tafeln (in qu. Pihs mAIipin) Zweite 
^LU-igal e ^r S {.eh. n, Ji 8. — 

Cantor Di Moritz die rSmisehen Agrimensoren und ihre 
Stellung m dei Geschichte der Feldmesskunst. "Eine 
1 latoii'icl 1 ithemit ihe Untersuchung, Mit 5 lith, Tafeln. 
j,i 8 oel n Ä G — 

Clebsch Alfred "Vorlesungen über Geometrie Beaibeitet 
nl hei a,\isgeoel>en ^on Dr. Ferdinand Lii leminn Mit 
einem Vorwort von Pelix Klein. Ersten Bii les ertts 
Theil. gr. 8. geh. n. Ji \\. 20. 

Fiedler, Dr. "Wilh., Prof. am eidgenSsa. Polytechnikum z /üiich 
die darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit 
der Geometrie der Lage. Für Vorlesungen an t rhni rheu 
Hochscliulen und zum Seibstudium. Zweite Aifla "Mit ro 
Holzschnitten und 12 lithogi-. Tafeln, gr, 8. geh. n, ^Ä Ib. — 

Gordan, Dr. Paul, ord. Professor der Mathematik an der Uni- 
versität za Erlangen, Über das Pormensyatem binärer 
Formen, gr. 8. geh. n. «^ 2. — 

Günther, Dr. Siegmund, vermischte Untersuchungen zur 
Geschichte der mathematischen ■Wissenschaften. Mit in 
den Text gedruckten Holzschnitten und ■! lithogr. Tafeln, gr. 8. 
187G. geh. n. Ji 9. — 

Hantel, Dr. H., zur Geschichte der Mathematik im Alterthum 
und Mittelalter, gr. 8. geh. Ji. %. — 

Vorlesungen über die Elemente der projektivisohen 

Geometrie in synthetischer Behandlung. gr,8. geh, ■ü..Ji.l. — 

Hesse, Otto , Vorlesungen über aualytisohe Geometrie des 
Raumes, insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung. 
Ecvidiit und mit Zusätzen versehen von Dr. S. G-undelfiuger, 
Professor in Tubingen. Dritte Aufl. gr. 8. geh. n. Ji 13. — 

Eahl, Dr. Emil, mathematische Aufgaben aus der Physik 
nebst Auflösungen. Zum Gebiiuch in hoheien Lehranstalten 
und zum Selbstunterrichte bearbeitet Mit m den Text ge- 
druckten Holzschnitten. Zweite gduzlich umgearbeitete , ver- 
mehrte und verbesserte Auflage mit allseitiger Berücksich- 
tigung des metrischen Maassaystema gi 8 geh. n. Ji 5. — 

Kirehhoff, Dr. Gustav, Professot an det Universität in Heidel- 
berg, Vorlesungen über mathematische Physik, Mechanik. 
I.— in. Lieferung, gr. 8. geh, n, Ji l?y. — 

König sb erge r , Dr, L. , Professor in Heidelberg, Vorlesungen 
über die Theorie der elliptischen Funktionen nebst einer 
Einleitung in die allgemeine Funktionenlehre. 2 Bände, gr. 8. 
geh. n. M. 21. 60. 
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Nachdem schon früher Möbiua und Plüeker sich trimetri- 
scher Coordinaten bedient hatten, wurde in neuerer Zeit nament- 
lich durch Salmon-Fiedler's „Analytische Geometrie der Kegel- 
schnitte" die Aufmerksamkeit wieder auf diese Methode gelenkt, 
durch die es möglich wird, die Gleichungen geometrischer 
Gebilde in homogener Form darzustellen. Der augenschein- 
liehe Vortheil, welchen letztere Üii viele Untersuchungen 
gewährt, liess es wünschenswerth erscheinen, dass die Theorie 
der homogenen Punkt- und Linien- Coordinaten im Zusammen- 
hange entwickelt und zu einem abgerundeten Ganzen ver- 
arbeitet würde. Dies bezwecken denn auch zwei in den 
letzten Jahren erschienene Werke: die „Elemente der analy- 
tischen Geometrie in homogenen Coordinaten, von E, Heger, 
Braunschweig. Vieweg und Sohn. 1872" und die „Elemente 
der analytischen Geometrie der Ebene in trilinearen Coordi- 
naten, von L. Schendel. Jena. Oostenobie. 1874". Ersteres 
umfasst nicht nur die Geometrie der Ebene, sondern auch 
die des Raumes, und nimmt zugleich Bezug auf die von 
Plücker angewandten Linien-Coordinaten, jedoch mit der 
Modifieation, dass als solche nicht die Abstände einer Geraden 
von den drei Ecken eines Fundamentaldreiecks, sondern die 
Quotienten dieser Abstände und der Entfernung der Geraden 
vom Coordinaten-Anfangspunkt angenommen werden, wodurch 
bewirkt wird, dass durch die drei Coordinaten die Lage einer 
Geraden eindeutig bestimmt ist; letzteres echliesst sich mehr 
an die Darstellung Fiedler's an, betrachtet aber als Coordi- 
naten eines Punktes nicht die Abstände desselben von den 
drei Seiten eines Fundamentaldreieeks, sondern die von ihm 
und den Eckpunkten dieses Dreiecks bestimmten Flächen. 
Die vorliegende Schrift nun verfolgt zwar ein ähnliches Ziel, 
wie die beiden letztgenannten, unterscheidet sich aber gleich- 
wohl von denselben in mehrfacher Beziehung. 
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Hinsiclitlieh der Darr.teil ^ u 1 1 In m 

zweckmässig, die Theorie de 1 omocen n loo 1 nate It 

wie Heger und Sehendel, fu s 1 allen zu ^eben o le 
wie in dem Salmon- Fiedler chen Werke gesehel e a 1 e 
bekanntere orthogonale Geometr e a z k upfe jedocb o 
dass diejenigen Sätze Über o fchogo le Coord aten auf vel ! e 
später Bezug genommen w 1 zu e em C anze zu mn en 
gefaast vorausgeschickt wurden. Dabei musste ich, theils 
wegen des Folgenden, theils um auch im ersten Abschnitt 
das durch gehen da festgehaltene Princip der Du abtat zu 
wahren, die orthogonalen Linien-Coordinateii mit in Betracht 
ziehen. Femer bediene ich mich im zweiten Abschnitt, der 
Lehre von den irimetrischen oder homogenen Coordinaten, 
nach Heger's Vorgang der modiflcirteu Plüclier'schen Linien- 
Coordinaten, da ich dies als einen besonderen Vorzug des 
Heger'schen Werkes ansehe; ich gehe aber noch einen Schritt 
weiter, und nehme auch bei den trimetrischen Punkt-Coordi- 
naten nicht die linearen Entfernungen eines Punktes von den 
Seiten eines Dreiecks zu Uoordinateji, sondern die Quotienten 
aus diesen und den Entfernungen des Coordinaten-Anfangs- 
punktes von den Dreiecks selten. Denn ich hielt mich im 
Voraus überzeugt, und die weitere Untersuchung bestätigte 
es, dass eine TJeberein Stimmung der Gesetze über Punkt- und 
Linien -Coordinaten nicht erzielt werden kann, wenn unter 
ersteren Linien, unter letzteren aber Verhältnisse zweier Linien 
verstanden werden. 

Hinsichtlich des Inhalts unterscheidet sich die vorliegende 
Schrift von den oben genannten dadurch, dass ich den Gegen- 
stand in einer anderen Richtung behandele. Es lag nämlich 
nicht in meiner Absicht, auf daa Einzelne eiazugehen, sondern 
nur den Leser bekannt zu machen mit dem Gebrauche der 
verschiedenen hier angewandten Coordinaten, und ilm in den 
Stand zu setzen, die speziellen Lehren der ebenen analytischen 
Geometrie selbst abzuleiten, falls er sieh hiezn angeregt fühlen 
sollte. Die folgenden Bogen sollen daher nur die „Grundzüge" 
dieser Diaciplin, oder die wichtigsten allgemeinen Sätze ent- 
halten. Zu diesen rechne ich einmal diejenigen, welche dazu 
dienen, die bei analytisch- geometrischen Untersuchungen auf- 
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treteuden iiäclieteu Fragen zu beantworten. Eine der ersten 
derselben schien mir die zu sein, ob und unter welchen Um- 
ständen eine Gleichung 2*™ Grades einen Kegelschnitt, und 
wann sie den einen oder anderen repräsentirt Aus diesem 
Grunde habe ich, ~ unter besonderer Bertieksichtigung der 
Discrirainante und ihrer Pai-tial -Determinanten, die Classifi- 
cation der Kegelschnitte ausführlich behandelt, wobei ich in 
dem Falle, dass ihre Gleichung in orthogonalen Liuien-Coor- 
dinaten gegeben ist, um die Analogie mit dem bei orthogonalen 
Punkt-Coordinaten befolgten Verfahren aufrecht zu erhalten, 
einen anderen Weg betreten musste, als PlÜcker im 2'*" Theile 
seiner „Analytisch - geometi'iachen Ent Wickelungen" einge- 
schlagen hat. Als ebenfalls wichtige allgemeine Sätze er- 
schienen mir ferner diejenigen, welche die harmonischen und 
anharmonischen Verhältnisse betreffen, da sie den Ausgangs- 
punkt für die Lehre von den polaren und collinearen Eigen- 
schaften bilden. [Eine ausführliche Erörterung der collinearen, 
affinen, etc. Verwandtschaft in synthetischer Darstellung findet 
sich in meinem Lehrbuche der neueren ebenen Geometrie: 
„Die Projection in der Ebene. Berlin. Weidmannsehe Buch- 
handlung, 1862",] Endlich glaubte ich auch, da von den 
hier in Betracht gezogenen vier Coordinaten -Systemen, ortho- 
gonale und homogene Punkt- und Linien - Coordinaten, das 
eine leichter zur Auffindung der einen, das andere leichter 
zur Auffindung der anderen Eigenschaft führt, den Weg an- 
geben zu sollen, wie man von dem einen Systeru zu einem 
anderen übergeht. Ich habe deshalb der Transformation der 
Gleichungen besondere Aufmerksamkeit geschenkt. Zugleich 
gedachte ich dem Leser gewisscrmassen einen praktischen 
Dienst zu erweisen dadurch, dass er in den Stand gesetzt 
wird, ohne Weiteres, mag es in einem speziellen Falle oder 
bei allgemeinen Untersuchungen wünschen sw er th erscheinen, 
von einem System auf ein anderes überzugehen, indem er 
Alles, was in diesem Falle zu wissen nöthig ist, gegeben 
vorfindet, so dass er der Mühe des Transformirens überhoben 
ist und das vorliegende Buch gleichsam zum Nachschlagen 
benutzen kann. Vielleicht auch darf^ch hoffen, dass die in 
Art. 29, I) — VU) aufgestellten gegenseitigen Beziehungen 
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der dort behaudeltfln Deterininaiitf'n, deren Bedeutung bei der 
Transformation hauptsächlicli hervortritt, auch für andere 
Untersuchungen nicht gsmz ohne Interesse, und dass die Re- 
sultate der Transformationen als Beispiele für die tfesetze 
der linearen Substitution nicht unwillkommen sein werden, 
obschon sie ohne Anwendung dieser Theorie gewonnen 
worden sind. 

Ich bin nämlich besonders bemüht gewesen, die vor- 
liegende Schrift leicht verständlieh zu machen, und habe des- 
halb keine anderen Vorkenntnisse vorausgesetzt, als die ersten 
Begriffe der Cartesischen Geometrie und die Elemente der 
Lehre von den Determinanten; zugleich glaube ich den Stoff 
so naturgemäss und ungezwungen angeordnet zu haben, dass 
auch in dieser Hinsicht Schwierigkeiten nicht vorhanden sein 
dürften. Wenn es daher, wie ich hoffe, möglich sein wird, 
den Inhalt im Ganzen rasch zu überblicken, so wird doch 
der, welcher tiefer eingeht und die Untersuchungen im Ein- 
zelnen verfolgt, bald bemerken, welche Mühe die Durchführung 
eines so einfachen Planes verursacht hat. Reichlich aber 
würde ich mich für dieselbe belohnt fühlen, wenn es mir 
gelungen sein sollte, zur weiteren Ausbildung des hier be- 
folgten Verfahrens angeregt, und etwas beigetragen zuhaben 
zur Förderung analytisch -geometrisch er Forschungen. 

Indem ich noch die angenehme Pflicht erfülle, vor Allen 
der oben erwähnten Werke von Heger und Fiedler, und 
ausserdem des „Lehrbuchs der analytischen Geometi-je der 
Ebene von Stamnier, München. Lindauer. 1863", sowie der 
Werke über die Theorie der Determinanten von Baltzer und 
Günther als derjenigen Schriften zu gedenken, welche mir 
bei meiner Arbeit von Nutzen gewesen sind, überlasse ich 
die Entscheidung darüber, ob und in wie weit ich das Ziel, 
welches ich mir gesteckt, erreicht habe, gern dem freund- 
lichen Leser. 

Eisenach, im Juh 1876. 

H. Wcissenbom. 
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Erster Abschnitt. Orthogonale Coordinateii, 
Kap. I. Punkt und Gerade. 

Artikel 1. Punkt- and Linien- Coordinaten. Art. 2, Gleicbungen 
Itan Grades in Pnnkt- und Linien- Coordinateu, und üre geometrische 
Bedeutung. Art, ä. Symmetrische Gleichung der Geraden in Punkt-, 
und des Punktes in Linien- Coordinaten. Art. 4, Bedingung dafür, daas 
2 Gerade parallel sind, und dass 2 Puakte auf einer durch den Coor- 
dinaten -Anfangspunkt gehenden Geraden liegen. Art. 5. Gleichung 
einer Geraden, die durch einen gegebenen Punkt geht und zu einer 
gegebenen Geraden parallel läuft; Gleichung eines Punktes, der auf 
einer gegebenen Geraden liegt, und dessen Verbindungslinie mit einem 
gegebenen Punkte durch den Coordinaten- Anfangspunkt geht. Art, 6. 
Entfernung eines Punktes von einer Geraden oder einer Geraden von 
einem Pnnkte. Art. 7. Coordinaten des Durohschnittspnnttes zweier 
Geraden; Coordinaten der Verbindungsgeraden zweier Pnnkte. Art. 8. 
Bedingung dafür, dass 3 Gerade durch denselben Punkt gehen, und 
das8 3 Punkte auf derselben _,Geraden liegen. Art. 9. Anharmoniache 
und harmonische Theilung einer Strecke und eines Winkels. 
Kap. n. Die Kegelschnitte. 

Art, 10, Allgemeine Gleichung 2ten Grades, oder eiuesKegelschnittes, 
in Punkt-Coordinaten !"{«,;/) = 0, und inLinien-Coordicaten g(j, Q) = 0, 
Art. 11. Bestämmuug eines Kegelschnittes durch 5 Punkte und durch 
5 Tangenten. Art. 12. Die Dieeriminante der Kegelschnittsgleichung, und 
ihre Partial-Determinanten. Art. IS, Discuseion der Gleichungen F=^0, 
55 = 0, wenn die Dificriminante Null ist; -F stellt dann 2 Gerade, (5 2 Punkte 
dar. Art, li. Discuseion der Gleichungen F = 0, S = 0, wenn die Dis- 
criminante von Null verschieden ist, Art, 15, Zusammenstellung der in 
Art. 13 und 14 gefundenen Resultate. Classification der Kegelschnitte. 
Art. 16. Transformationen der Gleichungen F -= 0, jj = auf ein anderes 
orthogonales Coordinaten-Sjstem, dessen Äsen den ursprünglichen parallel 
sind. Art, 17. Transformation von F in ?f, und von ^ in F. Art, 18. 
Gleichung der Polaren eines Punktes in Punkt-, und des Poles einer Go- 
raden in Linien -Co ordinalen. Art, 19. Gleichung des Poles einer Geraden 
in Punkt-, und der Polaren eines Punktes in Linien-Co ordinalen. Art. 20, 
Die .Verbindungsgeraden je zweier entsprechender Punkte zweier con- 
jectivisch liegenden conformen Punktreihen berühren einen Kegelschnitt; 
die Durchschnittspunkte je zweier enteprechender Strahlen zweier eon- 
jectivisohliegendenconformenStrahlbüseliel liegen auf einem Kegelschnitt. 

Zweiter Abschnitt. Homogene Coordinaten. 
Kap. L Punkt und Gerade, 
Art, 21, Das Pundamentaldreiseit und Fundamentaldreieck. Art, 22, 
Bestimmung eines Punktes durch seine Entfernungen von den Seiten 
eines Dreiaeits; Bestimmung einer Geraden durch ihre Entfernungen 
von den Ecken eines Dreiecks. Zweideutigkeit der Jetzteren Bestimmung. 
Art, 23, Modiflcirte trimetrische oder homogene Punltt- und Linien- 
Coordinaten, Die Suhstitutions- Determinanten ®, Z>, Art. 24, Geo- 
metrische Bestimmung eines Punktes, dessen Gleichung in trimelrisehen 
Punkt- Coordinaten, einer Geraden, deren Gleichung in trimetrischen 
Linien-Coordinaten gegeben ist. Art, 2ft. Besondere Fälle. ■ Art, 26. 
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"Wiederholung einiger SMue über die Deterininanten 3), D, und ihre 
Unter-Detenninanteu unter Anwendung einer abgekürzten Bezeichnung. 
Art. 27. Fernere Sätze über S), D, ihre Unter-Deterininanten und ikre 
Elemente. Art. 28. Transformation auf ein neues Pundamentaldreiaeit 
und rundamentaldreieok. Art. 29. Gegenseitige Bedehong der Detei 
minanten S, ®'; It,I)'\ SmH, SJ'mn; Dmn, D',1,,1. Art. 30. Homogen 
Gleichung der Geraden und des Punktes. Normalforni derselben. Art. 3: 
Transformation der homogenen Gleiclinug der Geraden and des Punktes 
auf ein neues Dreiseit oder Dreieck. Art. 32. Gleichung der Verbindnngs 
geraden aweier Punkte; Gleichung des Durohschnittepunktes zweiei 
Geraden. Art. 33. Coordinaten des DnrchBchnittspunkteB zweier Ge- 
raden, der VerbindungBgeraden zweier Punkte. Art. 34. Gleichung 
eines unendlich entfernten Punktes und der unendlich entfernten Ge- 
raden; Gleichung einer durch den Coordinaten- Anfangspunkt gehenden 
Geraden und des Coordinaten -Anfangspunktes. Art. 36. Bedingung 
dafär, dass ein Punkt mit zwei anderen auf derselben Geraden liegt, 
dass eine Gerade mit zwei anderen durch denselben Pnnkt geht. Art. 36. 
Unveränderliehkeit dieser Bedingung bei der Transformation auf ein 
neues Dreiseit oder Dreieck. Art. 37. Bestimmung der Lage eines 
Punktes mit den Coordinaten ^* ^ äi ^fa + äj .s'ij , ffi i Ss == Ij B^" 
Stimmung der Lage einer Geranien mit den Coordinaten j^ ^ gj äia i 3a äii < 
9i i 92 "= 1- Art. 38. Coordinaten eines Punktes, welcher die Strecke 
zwischen zwei anderen, Coordinaten einer Geraden, welche den Winkel 
awischen awei anderen innerlich oder änsserlich in voi^eschriebenem 
Verhältniss theilt. Art 39. Coordinaten zweier Punkte, welche die 
Strecke zwischen zwei anderen, Coordinaten zweier Geraden^ welche 
den Winkel zwischen zwei anderen harmonisch theilen. Gleichungen 
Ton vier harmonischen Punkten und tou vier harmonischen Strahlen. 
Art. 40. Ein Strahlbüschel, dessen StraUen durch die Punkte einer 
harmonischen Punktreihe ^ehen, ist harmonisch; eine Gerade, welche 
die Strahlen eines harmomsehen Strahlhiischels schneidet, wird in den 
Durehschnittspunkten harmonisch getheilt. Art. 41. Hannonische Eigen- 
schaften des voUslä.ndigeii Vierecks und Viorseits. 
Kap. II. Die Kegelschnitte. 
Art. 42. Gleichung f(a„^2<^s) = " eines Kegelschnitts in homo- 
genen Punkt-Coordinaten; Gleichung 7(3,, jj, Ja) = eines Kegelschnitts 
in homogenen Linien- Coordinaten. Art. 43. Die Discriminante der 
Kegelschnittagleichung, und ihre Partial- Determinanten. Art. 44. Glei- 
chung der Tangente und des Berührungspunktes. Art 45. Gleichung 
der Polaren und des Pols. Art. 40. Liegt ein Punkt auf der Polaren 
eines anderen, so liegt auch letzterer auf der Polaren des ersteren; 
geht eine Geräde durch den Pol einer anderen, so geht auch letztere 
durch den Pol der ersteren. Das sich selbst- conjngirte Dreiseit und 
Dreieck. Art. 47. Transformation von F m f, und von g in f. Ai-t. 48, 
Transformation von f ia F, und von t in %. Art. 49. Discussion der 
Gleichtingen f = 0, f = 0. Classification der Kegelschnitte. Art. 50. 
Transformation von f in f, und von [ in /. Art. 51. Zusammenstellung 
der bisherigen Transformationen. Art. 52. Beispiele. Art. 53. Trans- 
formation der Gleichungen f ^ fi> f =^ auf ein neues Dreiseit und 
Dreieck. Art. 54. Unveränderlichkeit der Coeffieienten-Summe. Art. 65. 
Rückblick. Der Modulne der Substitution. Art. 56. Bei der Trans- 
formation von f '^ 0, f ^ anf ein sich selbst conjngirtes Dreiseit oder 
Dreieck verschwinden die Glieder mit is,Si, «,^j, Jj«ai Jiäj, jijisi ^ih- 
Art. 57. Ausführung der Transformation auf ein sich seihst conjngirtes 
Dreiseit oder Dreieck. Art,68. PascaJ's Sechseck und Brianohon'sSecBsseit. 



y Google 



Erster Abschnitt. 
OrtTiogonale Ooordinaten. 



Kap. I. 
Punkt und 

Artikel 1. Es seien im Folgenden durchgängig zwei sich 
orthogonal oder rechtwinklig schneidende Gerade als 
Axen angenommen; ihr Durch achnittspunkt heisse stets 0, 
und ea sei OÄ der positive, OA' der negative Theil der einen, 
OB der positive, OB' der negative Theil der anderen Axe. 
Sehneidet man nun auf dem positiven oder negativen Theil 
der einen Axe ein Stuck x = OM, und ebenso auf dem positi- 
ven oder negativen Theil der anderen Axe ein Stück y = Jf ab, 
und zieht durch JK" und iV" je eine Parallele zur anderen Axe, 
so bestimmt der Durchschnitt dieser beiden Parallelen einen 
Punkt P der Ebene; und umgekehrt wird die Lage eines 
Punktes P der Ebene durch die Abstände OM und ON, 
unter Berücksichtigung der Vorzeichen, unzweideutig bestimmt. 
Diese Grössen 

X = OM, y^ON (oder y = MF) 
heissen Punkt-Coordinaten, und zwar erstere die Abscisse, 
letztere die Ordinate des Punktee P (Fig. 1). 

Es bestimmen ferner zwei zusammengehörige Punkte 
SR, 9i der Äsen offenbar eine Gerade p der Richtung nach, 
und man könnte daher die Strecken 03)f, OSE, mit Berück- 
sichtigung der Vorzeichen, als Bestimmungsstücke der Ge- 
raden ]} ansehen. Aus Gründen, welche sich aus Art, 3 er- 
geben werden, empfiehlt es sich jedoch, nicht diese Stücke 
seibat, sondern ihre reciproken Werthe anzuwenden, was offen- 
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bar auch möglicli ist, denn aus g '= .. 
sich sogleich q^ ^ ^^ q^ _, £. 



[Art. 1. 2. 





^ 


f 






\ 


Jil 


M 


"^^ 



also mit, Beriicksiclitiguiig der Vorzeichen die Lage von äR 
und 9J, und daher auch die Biehtuug der Geraden j». Diese 

Grössen __ ^ ^ 

^ " "ÖW ^ ^ IjW 
heiasen Liaien-Coordinatea, und zwar erstere die Absdsse, 
letztere die Ordinate der Geraden p. 

In dem Umstände, dass ein Punkt durch den Durch- 
schnitt zweier Geraden, und eine Gerade durch die Verbindung 
zweier Punkte bestimmt wird, liegt der Keim der Reciprocität 
der für beide Arten von Gebilden geltenden Sätze. 

2. In Punkt-Coordinaten bezeichnen daher zwei zusam- 
mengehörige Gleichungen x -^ a, y ^=b einen Punkt mit den 
Coordinaten a, h, nämlich den Durchschnittspunkt der in den 
Entfernungen a, b zu den Coordinaten-Axen gezogenen Paralle- 
len; insbesondere bezeichnen die zusammengehörigen Glei- 
chungen X ^ 0, «/ = den Coordinaten-Anfangapunkt 0, und 
a; = oo, )/ ^= oo einen unendlich entfernten, sonst in beliebiger 
Lage, zu denkenden Punkt. Eine Gleichung von der Form 
x=^a, bei beliebigem y, bezeichnet den Inbegriff' aller unendlich 
vielen Punkte, welche von der Ordinaten-Axe um die Strecke 
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a entfernt sind, also eigentlich eine Punktreihe, Da jedoch 
alle diese Punkte auf einer in der Entfernung a zur Ordinaten- 
Axe parallel laufenden Geraden liegen, so bezeichnet x = « 
eine in der Entfernung a zur Ordinaten-Axe parallel laufende 
Gerade; ebenso y = h, bei beliebigem x, eine in der Ent- 
fernung h zur Äbscissen-Axe parallel laufende Gerade. Eine 
Gleichung von der Form ay -^ hx -\- c =^ bezeichnet den In- 
begriff aller aus den veränderlichen Coordinaten x,y= ---■-'- 

entstehenden Punkte P. Alle diese PuJikte aber liegen auf 
einer Geraden. Denn ist a^ = 0, so ist ^ == — — , ist j/ = 0, 
so ist a: = — y . Es ist also, Fig. 1, 091 = -~ -]^, 03K = ~ |- 
Es verhält sich also O50i : 091 = k : 6. Isi, x ein beliebiger 

Werth OM, also die zugehörige Ordinate y = MF = ^~ , 

so i?,tMm = 0m—x^—-r~x = — ^^^, und es ver- 
hält sich daher Mm : MF = — ^^±± -, — ^£+£, oder 

Mm : MP= a : 6, oder MM : MP = OW : <M\ es liegt also 
F auf der durch 9Ji und 9? gehenden Geraden p. Umgekehrt 
erfüllen die Coordinaten x = OM, y =^ MP irgend eines 
Punktes P der Geraden p die obige Gleichung, denn es ver- 
hält sich 1/ : 03K - OM = 091 : OWt, oder ^ ; _ |- — a: == 

; — -r-, oder hy : — (Ijx + c) = 5 : », oder y : — (hx -\- c) 

^X:a, woraus folgt ay + 'bx-\-c='(i. Es bezeichnet also diese 
Gleichung eine Gerade j) mit den Linien- Coordinaten l) = — , 
j = „. _ fnaeh Art. 1). Ist c = 0, lautet also die Glei- 
chung ay -\- hx =^ 0, so geht die Gerade durch 0, Zwei 
Gleichungen von der Form IM 'aj/-[-»j'6a:-|-(;'=0, m"ay-\-m"'bx 
-j- c" = bezeichnen nach dem Bisherigen, die erstere eine 

die Coordinaten-Axen in den Entfernungen 09^ = - t—, 

OJDl' = ~"ä"i "^i^ letztere eine die Coordinaten-Axen in 

in den Entfernungen 091" =^ t^, OW = -.-.j- schnei- 
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dendü G(iYS.&a; da nun offenbar 09!' ; OW = 09i" : OW ist, 
so sind die beiden Geraden parallel. Es bezeichnen also zwei 
Gleieiiimgea von der angegebenen Form, insbesondere auch 
zwei Gleichungen von der Form ap -\- ix -\- c = 0, ay -j- hx 
-(- c" = zwei parallele Gerade, Man sieht also: Es "be- 
zeichnet in PunktrCoordinaten : 

X ^^ a, y =^b einen Punkt. 

X = 0, ^/ = den Coordinaten-Anfangapunlit 0. 

a; = oo, ^ ^ oo einen unendlich entfernten, sonst beliebig 
zu denkenden, Punkt. 

X = a, bei beliebigem y, eine Parallele zur Ordiuaten-Äxe. 

y = b, bei beliebigem x, eine Parallele zur Absciasen-Axe. 

ay -\- hx -\- c =0 eine Gerade, mit den Linien- Co ordinaten 

ay -}-■ bx = eine durch den Coordinaten- Anfangspunkt 

gehende Gerade. 
m'ay A- m'bx + c' = 0: 1 , ay 4- bx 4- c =0] 

'■ , "-L j " A j «l^eiso -^y, „ „zwei 

m ay -\- m bx -\- e =ir,) ay -\-bx^c =u] 

parallele Gerade. 
In Linieu-Coordinaten bezeichnen zwei zusammengehö- 
rige Gleichungen j = a, t) ^ b eine Gerade mit den Coordinaten 
a, b, nämlich die Verbindungs- Gerade der beiden Punkte, deren 
einer auf der Abscissen-Axe in der Entfernung OäR = — , 
deren anderer auf der Ordinaten-Axe in der Entfernung 
O'Si = -j- liegt; insbesondere bezeichnen J = 0, t) = eine 
unendlich entfernte Gerade, j = cc, t) = cx) eine durch den 
Co ordinaten -Anfangspunkt gehende, sonst beliebige, Gerade. 
Eine Gleichung von der Form E = a, bei beliebigem 5, be- 
zeichnet den Inbegriff aller unendlich vielen Geraden, welche 
durch den Punkt OW = - der Abacissen-Axe gehen, eine 
Gleichung von der Form ^ =^ 6, bei beliebigem j, bezeichnet 
den Inbegriff aller unendlich vielen Geraden, welche durch 
den Punkt 091 = -r- der Ordinaten-Axe geben. Es bezeich- 
nen also Gleichungen von den drei zuletzt genannten Formen 



y Google 



Art. 3.] — 5 — 

eigentlich Strahlbüschel. Da jedoch alle Strahlen eines 
solchen durch einen und denselben Punlct gehen, so bezeichnen 
sie Punkte, und zwar £ == oo, ^ = 00 den Coordinaten- 
Aufangepunli-t, 5 = fl einen Punkt der Abscissen-, t) == 6 einen 
Punkt der Ordinaten-Axe, Ebenso bezeichnet eine Gleichung 
von der Form at) + bj -|- c ^ den Inbegriff aller aus den 
veränderlichen Courdinaten £, ^ = ^^ ^ entstehenden Ge- 
raden p. Alle diese G-eraden aber gehen durch einen und 

denselben Punkt. Denn ist g == 0, so ist l| == ■- , ist \) --^ 0, 

so ist E = - y . Es ist also, Fig. 1, Jf — = - -"-, OJlf = — y, 

oder MP == %, 0M= — -, Ist j ein beliebiger Werth 

.^ , also die zugehörige Ordinate l) == -qw^ = ■ — , 

also 09i — - ^— V7, o'sii = --, so ist mm = om — 

Oilf == - + -^ ^. *-S +i.". Es verhält sich also 09t : 09K = 
_- « : 1 = - ar : 6^ + c, und MP : MW -- — — : 
li±-L ^ _ Q^- : bj + i, also verhält sich 031 : OM = 

JfP : IfSOi, und folglich geht jede Gerade mit den Coordi- 
naten 5, t) durch den Punkt P. Umgekehrt erfüllen die Coordi- 
naten J, ^ irgend eines Strahles des Büschels P die Gleichung 
a ^ + 65 + c = 0. Denn es verhält sich 09t : äR -- MP : MM, 
oder y:-i=OiV":OS0t — 01f,oderl;-= — A:i__|^l_ 
oder 1:9 = — a : bg + C, woraus folgt al) + bj + C = 0. 
Es bezeichnet daher diese Gleicliung (einen Strahlbüschel, d. h.) 

einen Punkt P mit den Piuikt-Coordinaten t/ = ,x--= . 

Ist c ^ 0, lautet also die Gleichung 05 + bj = 0, so ist P 
unendlich entfernt. Zwei Gleichungen von der Form m'at) -f- 
m'bj + c' == 0, m"a^ + m"bE + c" = bezeichnen daher, 
die erstere einen Punkt mit den üoordinaten ON' == M'P' = 

— ■■ : ■- , OM' = 7—, die letztere einen Punkt mit den 

Coordinaten ON" =-- M"P" == — -'"?-, OM" -^; da 
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nun offenbar M'P' : OM' = M"F" : OM" ist, geht die Ver- 
biiiduügs- Gerade der beiden Punkte P', F" durcli 0. Ea be- 
zeichnen daher zwei Gleichungen von der angegebenen Form, 
insbesondere auch zwei Gleichungen von der Form at) + bj 
-|- c' = 0, alj + 6e + c" = 0, zwei Punkte, deren Verbiudungs- 
Gerade durch geht. Man sieht also: Es bezeichnet iu 
Linien- Coordinaten 

g ;= Qj t) = b eine Gerade, 

j ^ 0, t) = eine unendlich entfernte, sonst beliebig zu 
denkende, Gerade. 

g ^ oo, t) = oo den Coordinaten- Anfangspunkt 0. 

^ = a, hei beliebigem ^, einen Punkt der Abscissen-Axe. 

t] = B, bei beliebigem j, einen Punkt der Ordinaten-Äxe. 

Q^ + Iijj + C^O einen Punlft, mit den Punkt-Coordinaten 
a_ ^ _ A. 

at) + 6? = einen unendlich entff^rntün, sonst beliebig zu 
denkenden, Punkt. 

„ ^ , „- , „ V, }, ebenso , .. /, zwei 

m aQ + m bs + c =0,)' a? + t)s + c =0.J 

Punkte, deren Verbindungs- Gerade durch den Co- 

ordinaten- Anfangspunkt geht. 
3. Nach Ai-t. 2 ist daher eine Gleichung von der Form 
^y + £3; + js = 0, wenn man in ihr nur x, y als veränderlich, 
die übrigen Grössen als constant ansieht, in Punkt-Coordi- 
naten die Gleichung einer Geraden mit den Linien -Coordi- 
naten —, -^■-; wenn man aber in ihr nur j, \) als ver- 
änderlich, die übrigen Grössen als constant ansieht, in Linien- 
Coordinaten die Gleichung eines Punktes mit den Punkt- 
Coordinaten —, — — . Bei weitem einfacher aber ge- 
staltet sich Alles, wenn man, was ohne Beeintr'ächtigung der 
Allgemeinheit möglich ist, von der zwar nicht homogenen, 
aber doch für x, y; J, H) symmetrischen Form ausgeht 

tw + ji - 1 - 0. 
Sieht man hier x, y als die Veränderlichen, J, t) als die Con- 
L an, so hat man in Punkt-Coordinaten die Gleichung 
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eioer Geraden j) mit den Linien-Coordinitten j, l); sieht man 
aber j, t) als die Vecänderliehen, x, y als die Constanten an, 
so hat man in Linien- Coor dir. aten die Gleichung eines Punktes P 
mit den Punkt -Coordinaten x, y. Im Folgenden soll daher 
diese Form meistens angewandt, und es sollen diejenigen 
Buchstahen, welche die Veränderlichen bezeichnen, an die 
zweite Stelle gesetzt werden, so dass also ^y + J* — 1 = 
die Gleichung einer Geraden in Punkt-Coordinaten, hingegen 
y't^ -\- XX: — 1 ^ die Gleichung eines Punktes in Linien- 
Coordinaten darstellt. 

Nennt man die Felder AOB, ÄOB, Ä'OB\ AOS, 
Fig. 1, in welche die Ebene durch das Axen-Kreuz getheilt 
wird, bezüglich den Iteii, 2ten, 3ten, 4ten Quadranten, sagt 
man ferner von einem Punkte: er liege in dem Iten, 2ten, 
etc. Quadranten, wenn er sich in diesem befindet, von einer 
Geraden: sie gehe durch den Iten, 2ten, etc. Quadranten, 
wenn dieser ein endliches Stück der Geraden absehneidet, 
so sieht man sogleich: 

Geht eine Gerade p =" ^l) + j:« — 1 = durch den 

Iten, 'Sten, 3ien 4ten Quadranten, 

so ist l) ijositiv; Vj positiv; t) negativ; l) negativ; 
5 positiv; j; negativ; J negativ; j positiv. 

Liegt ein Punkt P^y^ + a^E — 1 = in dem 

Iten, 2ten, Sten, 4ten Quadranten, 

so ist y positiv; y positiv; y negativ; y negativ; 
X positiv; x negativ; x negativ; x positiv. 
Denn es sind t), S die Linien-Ooordinaten von ^, also \) = ß^-, 

£ = -Tj™-) gellt nun die Linie durch den Iten Quadntnten, so 
sind 0% 03Jf, also auch ihre reciproken Werthe, und daher 
auch l), l positiv, etc. Fetner sind y, x die Punkt-Coordi- 
naten von P, also y = ON, x = 0M\ liegt nun der Punkt 
im Iten Quadranten, so sind ON, OM also auch y, x posi- 
tiv, etc. 

4. Die Bedingung, dass zwei Gerade,^i = t)i</+ £1^-' —1=0, 
_P2 ^ t)^)/ + x^x — 1 = einander parallel sind, lautet 

Eit)s — l-A = ö; Iß) 
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die Bedingung, dass zwei Punkte 1\ ht y^i^ -j- a^^j — 1 = 0, 
P3 ^ y^l) + ^äS — 1 = auf einer durch den Coordiiiaten- 
Änfangspunkt gehenden Geraden liegen, lautet 

'^iPi ■ — 3^j/, ^0. 10) 

Denn im ci'steren Falle hat man die Proportion -— : - - == 
— : — , oder g^ : ^^ = gj : 1)^, aus welcher In) sogleich folgt; 

im letzteren Falle muas sich verhalten pi : x^ =2/2 ■ ^21 aus 
welcher Proportion eich Ih) ergiebt, 

5. Die Gleichung einer Geraden p, die durch einen ge- 
gegehenen Punkt P oder sc, y geht, und zu einer gegebenen 
Geraden jj ^ ijj/ -|- f^x — 1 parallel läuft, ist 

Die Gleichung eines Punktes P', der auf einer gegebenen Ge- 
raden jjoder s', t)', und auf der Verbindunga -Geraden eines 
gegebenen Punktes P^j/t) +a:E — 1 = mit dem Coordi- 
naten-Anfaagspunkte liegt, ist 

w-W' + ww':-'"''' ") 

Denn, sind im ersteren Falle j', t)' die Linien-Coordinafcen von 
y, so muss, da ß' || f sein soll, nach Art. 4 die Gleichung 
gelten t)E' — t|'s = 0, und da der Punkt x, y auf ihr liegen 
soll, muss auch sein t^'y -j- t^x —1=0, oder Vfy -\- j'a:' = 1. 
Aus diesen zwei Bedingungen ergiebt sich 

ti' = P r' = ^ ^ 

und mithin die Gleichui^ Iß). Sind im letzteren Falle x, y 
die Punkt-CoordJnaten von P', so muss, da P'F durch gehen 
soll, nach Art. 4 die Gleichung gelten yx' — xy = 0, und 
da die Gerade j', t)' durch P' gehen soll, muss auch sein 
y'X^' -+- x-^ — 1=0, oder y'Xf -\- x'f' = 1, Aus beiden Be- 
dingungen ei^iebt sich 

^ ~ n' + ^i ' ^ ^ j"j' +^? 

und daher die Gleichung 16), 

Geht ferner in der ersten Aufgabe p durch den Iten 
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Quadranten^ und liegt jP im Iten, 2tcn oder 4ten Quadranten, 
in den beiden letzten Fällen jedoch so, dass auch jj' durch 
den Iten geht, oder mit anderen Worten: Liegt ausserhalb 
des \oup-anip' begrenzten Plächenstreifens, so müssen nach 

Art. 3 die Linieu-Coordinaten von «', also — r—, t-, ——•—, ■ 

positiv sein, und da dann die Linien- Coordinaten tj, J von p 
positiv sind, muss ^j/' + S^' positiv sein. Liegt aber P im 
3ten, 2ien odets 4ten Quadranten, in den beiden letzten Fällen 
jedoch 80, dass p diireh den 3ten geht, oder mit anderen 
Worten: Liegt innerhalb des von p und j/ begrenzten 
Flächenstreifens, so müssen nach Art. 3 die Linien-Ooordi- 
naten von p, also . ^ — ■-, ■■-- ■ j -— r negativ, und also, da 
9, E positiv sind, ^y -\- ^x negativ sein. Liegt in der letzte- 
ren Aufgabe P im Iten Quadranten, und geht p durch den 
Iten, 2ten, oder 4ten Quadranten, in den beiden letzten Fällen 
jedoch so, dass auch P' im Iten liegt, oder mit anderen Wor- 
ten: Liegt ausserhalb der von Pvmd P" begrenzten Strecke, 
so müssen nach Art. 3 die Punkt- Co ordinaten von P', also 

— ■ . ; 7-, — v-i— — .- positiv sein, und da dann die Punkt- 

yq + 3:1 > y\i + x:^ ^ ' 

Coordinaten y, x von P positiv sind, muss y\)' -\- xi^' positiv 
sein. Geht aber j? durch den 3ten, 2ten oder 4ten Quadranten, 
in den beiden letzten Fällen jedoch so, dass P' im 3ten liegt, 
oder mit andern Worten: Liegt innerhalb der von P und 
P' begrenzten Strecke, so müssen nach Art. 3 die Pimkt- 
Coordinaten von F, also ■^^^:^, y^- ^ ^^r negativ, und 
also, da p, x positiv sind, y^' ~|- xi negativ sein. Geht in 
der ersten Aufgabe p durch einen andern als den Iten, und 
liegt in der letzteren P in einem anderen als dem Iten Qua- 
dranten, so bleiben, wie man sich leicht überzeugt, diese 
Sätze ungeändert, und man hat dalier die Regel: 

Liegt in der ersten Aufgabe ausserhalb des von den 
Geraden p und p' begrenzten Flächenstreifens, so ist in 1«) 
W + E^' > Oj lißgt innerhalb dieses Flächenstreifens, so 
ist 9/ -j-iäf <0. 

Liegt in der letzteren Aufgabe ausserhalb der von 
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den Punkten P und P' begrenzten Strecke, so ist in IS) 
!/t)' + ^S' > 0, liegt innerhalb dieser Strecke, so ist 
yi)' + a^j' < 0. 

6. Bestimmur^ der Entfernung 1«) des Coordinaten- 
Anfangepunktes, 2a) eines Punktes P oder x, y Yon einer 
Geraden ^ iiz l)»/ + ja; — 1 = 0; und Bestimmung der Ent- 
fernung 1&) des Coordinaten- Anfangspunktes, 26) einer Ge- 
raden f oder e', Ij' von einem Punkte P ^ ;/^ + a;^ — 1 = 0. 

In 1«) beisse die gesuchte Entfernung r, der Fusspunkt 
der von auf jj gefällten Senkrechten heisse Q, im Uebrigen 
bleibe Allee wie in Fig. 1. Dann ist A SJJOSJE ~ A 3K^0, 
also SDigi : 0?t = OSÖt : 0©, oder yo^^ +"ÖaF: 09i = 



09K : r; also 



oder, da 03i = - 



, Om = ^ ist, 



Vk^ + r 

Da es sich hier, wie bei allen übrigen Aufgaben dieser Art, 
um absolute Werthe bandelt, ist das Wurzelzeichen eindeutig, 
und zwar positiv zu nehmen. 

Im Falle 2a) 
ziehe man, um die 
gesuchte Entfer- 
nung li zu finden, 
durch P eine Ge- 
rade p' II p, und 
fälle von P und 
auf p die Senk- 
rechten FQ, OS, 
welche letztere 
die y in S' triiFt. 
Ditun ist ■ nach 
Art. 51«) die Glei- 




chung 

Nun ist Ii-=I'Q=^ S'S = 
man 



1 =Ü 



Nach Itt) aber hat 
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OS'. 



'Vk 



. W' + E ^' 



und nach der in Art. 5 aufgestellten Regel ist gy' -j- %x' liier 
positiv, also ß = ^ ~ ^^ ~ i^' 

Liegt aber P so, dass die dnrch diesen Punkt zu p gezogene 
Parallele die La^e p" hat, dass also innerhalb des von p 
nnd p' begrenzten Flächenstreifens liegt, so ist dann B = 
OS + OS". In dem Werthe 

Vr + r _ 

ist aber dann nach Art. 6 der Zähler \)y -\- ^x negativ, also, 
um fiir OS" einen positiven Werth zu erhalten, OS" = 
2^_±1£. 21^^ setzen. Also ist auch hier 

Liegt endlich P so, dass die durch diesen Punkt zu p ge- 
zogene Parallele die Lage p" hat, dass also ausserhalb 
des von p und p"' begrenzten Plächenstreifens liegt, so ist 
B = OS"' — OS. In dem Werthe 

OS'" = 4±i£ 

ist zugleich nach Art. 5 der Zähler wieder positiv, alsu cr- 



oder B = - 



Vf + n' 



Man sieht also; Ek ist ß = + 



1 - qy" — jx' 



und zwar ist, um für iJ einen positiven Werth zu erhalten, 
das -f- Zeichen zu nehmen, wenn P und auf derselben Seite 
von p liegen, das — Zeichen aber, wenn P und auf ver- 
schiedenen Seiten von p liegen. Bisher war angenommen, p 
gehe durch den Iten Quadranten; mit Hilfe der in Art. 5 
über das Vorzeichen von i)y' -]- '^x gegebenen Regel aber 
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überzeugt man sich leicht, dass dieses Gesetz unge ändert 
bleibt, wenn p durch einen der übrigen Quadranten geht. 

Im Falle 16) hat man, wenn man sich in Fig. 1 noch 
OP gezogen denkt, als Länge i: derselben 

r = -]/ÖM^-\- MF' 
oder r = '^%^ + tf. 

Im Falle 2?)) bestimme man auf ^ den Punkt F so, 
daas 0, P, P' auf derselben Geraden liegen, und ziehe von 
und P auf ji die Senkrechten OS, PQ, so ist nach Art, 5 
(Ue Gleichui^ des Punktes P' 
^__ 




Nun ist die gesuchte Entfernung 5R = FQ, und es ■ 
sich offenbar OP' ■.OS=PP':PQ 

oder OP' :OS^PP':^ 

Nach li) aber ist 



OP' = - 



n 



II \\ -4- .rr' J ~ \ ,,«■ 



" !/l)' + «f 



!/!)■ + . ■CS' 



1/5 +KJ y 



und zwar ist nach Art. 5, da ausserhalb der Strecke PP' 

liegt, yt)' -\- a:j' positiv. Ferner ist PP' =■ OP' — OP, also 

vermöge des Werthes von OP', und da 0P-— "|/a:'' + ?/^ ist, 

PP' _ 1 — y^' — !^i ,/■-,-,-—„■- 
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Endlich ist uaeh dem Falle Iß) OS =- ,■- ■■ - 

ako die Proportion OP' : OS = PF : 5R 



woraus sich ereiebt 9! = , j^__ ■■ ~- ■ 

Liegt die Gerade p so, dass die Verlängerung von O'F sie in 
-P" trifft, dass also innerhalb der Strecke FF" aicfi be- 
findet, so ist nach Art, 5 yXJ ■\- xf:' negativ, also ist der 
absolute Wertli von OF" 

,. _ _ yivtz 

zugleich ist aber daBU 1^1'" ^ OF" ^ Ol-', also 

und die Proportion OP" : OS" — PP" ; PS" 

lautet, da ietat Oy5" = , und Pö" ^ SR ist, 

_ }/^ + y^ . 1 _ 1 - y^ — «i' ,/-'— i— X nj 



folgt iR . 



- yq - 



OP'" . 



Liegt endlieh jl so, dass der Durchschnittspunkt dieser Ge- 
raden mit OT zwischen und P nach P'" fällt, so ist 

f/l)' + ^j' 

und da ausserhalb der Strecke FF" liegt, ist der Nenner 
positiv nach Art. 5. Ferner ist Fl^" = OF — OF"', also 

FF" _i/53rri?_ J^?i3lZ _ __ 1 - gii' - »;• >~.-^-r 
FF -yx +s „■-t-^t'~ yi + n' y' +> ■ 

Da ferner jetzt OS"' — - ,- 1 ," und FQ'" — SB ist, so 

VE ' + « ^ 
lautet die Proportion 

OP" : ( 
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woraus folgt 5R = — ^-^M^==Zi 

Man sieht also: Es ist 3t 



1 — y^ —X 



und zwar ist, um für 91 einen positiven "Werth zu erhalten, 
das + Zeichen zu nehmen, wenn P und auf derselben 
Seite von p liegen, das — Zeichen aber, wenn P und auf 
verschiedenen Seiten von p liegen. Bisher war angenommen, 
P liege im Iten Quadranten; mit Hilfe der Regel in Art. 5 
Aber das Vorzeichen von j/t)' -|- xf' überzeugt man sich jedoch 
leicht, dass dieses Gesetz unverändert bleibt, wenn P in einem 
der übrigen Quadranten liegt. Man erhält also den Satz: 

Die Entfernung des Coordinaten-Änfangspunktes von 
einer Geraden p^i^y-\-f^x — l=(i ist 

Die Entfernui^ eines Punktes P oder x , y von einer Ge- 
raden i) ^^ 1)4/ + jsc — ^1=0 ist 

3{ = + i^4^M, 2«) 

wobei das -\- oder - Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
P und auf derselben, oder auf verschiedenen Seiten Yon 
f hegen. 

Die Entfernung des Coordinaten-Änfangspunktes von 
einem Punkte P;::^ :!/^ + a;^ — 1 = ist 

Die Entfernung einer Geraden p oder £, t)' von einem Punkte 
P=?/g + a;^ — 1 = ist 

-- yp+Y^' ^ 
wobei das -|- oder — Zeichen zu nehmen ist, je nachdem P 
und auf derselben, oder auf verschiedenen Seiten von jj liegen. 

Die Quadratwurzeln sind überall eindeutig, und positiv 
zu nehmen. 

Liegt im Falle 2a) der Punlit P so, dass p durch 
geht, so muss — (x ly") ^^ ~''-~n> ^^'^ ^^ + S^' = 
sein, und die Regel 2a) geht dann in Im) über, Ist im Fall 
2a) t)j/' + ^x' — 1=0, so ei'filllen die Coordinaten des Punktes 
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P die Gtleicliung der Geraden p, P liegt also auf derselben, 
und daher muss die Entfernung 31 = sein. Ist im Falle 
26) ytf -j- Xf' — 1=0, so erfüllen die Coordinaten der Ge- 
raden p die Gleiehui^ des Punktes P, p geht also durch 
denselben, und mithin muss 5R =- sein. 

7. Die Coordinaten x, y des Durchs cbnittspunkt es zweier 
Gferaden p^ T=\)^y -\- ^^x — 1 = 0, p^ ;^ t|ä«/ -|- j^a; — 1 -= 0, 
sind, wie sich aus den Gleichungen t),«;' -|- h^' — 1 = 0, 
9aj/ + ^^x' -1=0. 






Ei^ - h^, 



la) 



Die Coordinaten j', Vf der Verhindungs-Geraden zweier Punkte 
Pi = y^t) + a^i? - 1 = 0, Pa = ?/35 + aJgS — 1 = 0, sind, 
wie aus den Gleichungen p^^' + ä^j' — 1 == 0; y^^' + x^:^' 
— 1 = folgt, 

^ ~ ~ «ij/ä - %!/i ' " " «i^'i — ^01 ^ 

8. Die Bedingung, dass drei Gerade p^ ^ t);»/ -|- jja; — 
1 = 0, Pa iiE ^j/ + jgs; — 1 == 0, pg ^ t)3«/ + jjs; — 1 = 
durch einen und denselben Punkt gehen, ist 

fe9a — mO + (h^s ~- Es^ä) + fe9i " Eit)3) = 0. I«) 

Denn heisst der gemeinschaftliche Durclischnittspunltt x', y, 
so hat man die drei Gleichungen ^i/ -j" Ea*' — 1 = 0, Qä?/' 
jjS:' — 1 = 0, ^aJ/' + E^a:' — 1 == 0; folglich muss die Deter- 
minante 

2a) 

. J 

Die Bedingung, dass drei Punkte P^ ^ t/^i) + %£ — 1=0, 
Pg ^ j/üQ + a^j — 1 = 0, Pg ^E i/g^ + jTgj — 1 = auf eiuef 
und derselben Geraden liegen, ist 

(ai^2 — ^«/i) + (^^3 — ^M) + (3^1 — ^i«/a) = 0. 1&) 
Denn, heisst die gemeinschaftliche Gerade j', l)', so hat man 
die drei Gleichungen i/^^' + x^jc' — 1=0, y^l)' ~\- x.-,^' — 1 == 0, 
y^'i)' -j- %s' — 1=0; also muss die Determinante 

1 - 1 

= 0, oder 



1), I, - 1 

1). E, - ■ 1 


-= 0, oder 


Ol S. 1 
«, E. 1 


H. & - 1 




t), & 1 



y-i 'h — ^ 



!/, *. 


1 


& »i 


[ 


»j a]. 


1 



= sein. 26) 



Liegen i 



■ Punkte P„ P3, P3, P^ mit den Coordi- 
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nateii bezüglich x^, y,; % J/3; ^sj^a! ^nVi ^'-^^ einer und der- 
selben Geradeil p, und zwar P3 auf der endlichen Strecke PiPg, 
P^ ausserhalb derselben, so ist die Bedingung dafür, dass 

PjPj ■ p.Pi 



= /f ist 






-t:oäa-'-<^'- 



■ Punkte hiirmo- 



Ist insbesondere ^ = 1, sollen also < 
nisch sein, so muss sein 

oder y6~yi--y2 — ys = y* — i/i = j/^ — v^- 

Gehen vier Sti'ahlen ji^, jj^, jj^, ji^ mit den Ooordiiiaten be- 
züglich E„ t)^; jg, ^3; S2, g^; E4, ^4 durch einen und denselben 
Puntt P, und liegt pj, innerhalb des Winkels Pt^^, welcher 
den Co ord in aten- Anfangspunkt einschliesst, p^ ausserhalb 
desselben, so ist die Bedingung dafür, da^s -l^^^i^ : ■■ . - ' — = h 

ist, ii - E. ; JL^M ^ y ^aer Aj^j^ ; JlJ:^ = )i. ife) 

Es — Sä Eä — Ej ^3 — ^i ^a - 9i 

Ist insbesondere 7c = 1, sollen also die vier Strahlen harmo- 
nisch sein, so muss sein 

El Eg ■ Es Ea '^ El S'i. ■ Eä Eii 
oder ^1 — 93 : ^3 — ^2 = ^1 — 1)4 : ^3 — 44- 27») 

Die erste Bedingung des ersten Satzes lautet nämlich 



Vix, - 



^.r+fa-y.)' ■ VW- 



<:,?- 



■(11.- 



V,)' 



VW- 



>:.)' + <y.-y,r 



= /ü 



Da nun die Punkte P,, P,, 
Pg, P4 auf derselben Geraden 

^^p liügen, müssen die Gleichun- 
gen gelten t|*/i + E^^i — 1 
- 0, 92/3 + E% - 1=0; 
m-i + X^ä -1 = 0; l)«/i + 
j;a:^ — 1 = 0. Druckt man 

mit Hilfe derselben die y 

durch die x aus, so hat man 



^3 - ^1 = — f (^3 - it^i); 
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Setzt man diese Werthe in f) ein, so erhält man den Satz 
Itt) linka, drückt man aber die x durch die y aus, den Satz 
rechts. Für ft = 1 ergiebt sieh dann sogleich 2a). 

Der zweite Satz be- 
weist sich so: Es ist 




sin PjPg = sin M^Pl/j 
= ^^ . sin M.M^P; 
sin p^Pi ^ si"! -^3-P-^a 

Da nun sin M^M^P = 
sin M^M^F ist, so hat 

Ebenso ist sin p^p^ = sin M,FM^ = ^p^- ■ sin M.M^F; 



smp^^ = sin M^FM^ = ^|i ■ sin HI^M^P 
also, da sin M^M^F = sin M^M^P ist. 






tt) 



Setzt man hier die Werthe sin M.M^ = 

— — — ; M.M. == — — ^; MM, = ^- — — , so erhält 
man die Gleichung 1&) links; und ebenso die Gleichung rechts; 
also auch für ^ = 1, die Regeln 26). 

Zugleich bemerkt man Folgendes: Der Gleichung ff) 
zufolge theilen die Strahlen des Büschels P die Strecke M^M^ 
der Absei SS en-Axe, und ebenso die Strecke N^N2 ^^"^ Ordinaten- 
Axe innerhch und äusserlich im Doppelschnittsyerhältnisa k. 
Da nun jede Gerade als Abscissen- oder als Ordinaten-Axe 
angenommen werden kann, so findet ein Gleiches auf jeder 
Geraden derselben Ebene statt. Ferner lassen sich offenbar 
alle bisherigen Schlüsse imikehren, und man kann leicht zeigen. 
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dass, wenn man durch vier Punkte M^, M'.^, 3£^, M^, welche 
so liegen, dass ^^^ j^^j^^ _ 

ist, einen Strahlbüschel P, »,»,»,». legt, auch ^" ^'^' : -S"-^-!^ 
= h sein muss. Man sieht daher: 

Jeder Strahlbüschel -P, i'ii'sPafäj dessen Sinus-Doppelver- 
hältniss den Werth h hat, theilt jede Gerade p derselben 
Ebene in einer Punktreihe j), P^PjPgP^, deren Dop pel Schnitts - 
verhältniss ebenfalls den Werth ft hat, und umgekehrt: jeder 
durch die Punkte einer Punktreihe p, PjP^T^F^ deren Doppel- 
schnitts verhältniss = Ä ist, gehende Strahlbüschel P, pij}^^i 
besitzt das Sinn s-Doppel verhältniss Ti. 

Insbesondere theilt jeder harmonische Strahlbiiachel jede 
Gferade derselben Ebene harmonisch, und umgekehrt: Jeder 
durch vier harmonische Punkte gehende Strahlbüschel ist 
harmonisch. 

Kap. IL 

Die Kegelschnitte. 

10. Bekanntlich heisst eine Linie, deren Gleichung in 
Punkt-Coordinaten, oder in Linien-Coordinaten vom wten 
Grade ist, eine Linie beziehungsweise der H-ten Ordnung oder 
«ten Classe; (im letzteren Falle enthält also die Gleichung das 
Gesetz der Abhängigkeit der Coordinaten der die Linie ein- 
hüllenden Tangenten). Während nun im Allgemeinen eine 
Linie «ter Ordnung nicht zugleich eine Linie «ter Classe, 
und eine Linie wter Classe nicht zugleich eine Linie nter 
Ordnung ist, findet dies für n = 2 statt. Es ist also eine 
Linie 2ter Ordnung auch zugleich eine Linie 2ter Classe, und 
umgekehrt. Im Art. 1 7 wird dieses Übrigens auch noch be- 
wiesen werden. Es bezeichnet daher eine Gleichung 2ten 
Gr0,des sowohl für x, y, als für j, ^ einen. Kegelschnitt. 

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts in Punkt- 
Coordinaten sei nun 

+ a,, = 0; 1«) 
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Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts in Linien-Coordi- 
naten sei 

g fe t)) = flu?' + 2 a,,E9 + 2 a,3t) + [i,,E^+2 fl,,s + fi,^ = 0.16) 
Dabei soll a^n als identisch mit a„^, Omn als identisch mit a„™ 
betrachtet werden, so dass je nach den Umständen «jg oder 
«äi, fliä oder a^, etc. gesetzt werden wird. Die Gleichungen 
1«), 16) können noch in der Gestalt geschrieben werden: 

F {x, y) = ia^^y + a^^x + a^^ y 4- {üy^y + a^^x + a^^ x 
+ («132/ + «äs^ -h Ö33) == 0; 2a) 

5 (e. 1^) = (a,!^ -f öiäl + flia) 9 + K.l) + QssE + das) £ 
+ (a,3^ + a.3E + a,3) = 0. 26) 

Es versteht sich femer, dass die Coefficienten a und o mit 
einem und demselben Factor mulfciplieirt werden können. Es 
soll, wenn nichts Besonderes bemerkt wird, im Folgenden 
stets angenommen werden, dass ein solcher eich etwa vor- 
findender Factor durch Division der ganzen Gleichung be- 
seitigt sei. 

11. Diyidirt man die Gleichungen Art, 10 \a), 16) be- 
züglich durch «33, flj3, und sieht die Quotienten -^ etc., 
— ii- etc. als Coefficienten an, so wird das constante Glied 1. 
Sind nun 5 zusammengehörige Paare x^, J/iJ x^, y^\ . . . x^, y^^^ 
gegeben, und ist verlangt, einen Kegelschnitt zu finden, der 
durch die 5 durch x^, y^ etc. bestimmten Punkte geht, so hat 
man die 5 Gleichungen 
ii, ft' + 2 -51 x,j,, + 2 -Jl y. + -Jl j, . + 2 it j,^ + 1 _ 0, 

"83 "as "ad "38 "33 

-^ fe' + 2 -ii «j, + 2 it !/, + i!- i,. + 2 iL a,, + 1 = 0, 

"35 "BS "ä3 "3a "aii 

etc. 

Diese 5 Gleichungen sind für die Grössen ^^, — ^^-..— H, 
als Unbekannte linear; es lassen sich daher diese 5 Grössen 
stets und eindeutig bestimmen. Man sieht daher: 
Durch fünf Punkte ist ein Kegelschnitt vollständig bestimmt, 
und ebenso: 
Durch fünf Tangenten ist ein Kegelschnitt vollständig bestimmt. 
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12. Lässt sich die linke Seite der Gleichimg la) Art. 10 
in ein Produkt you zwei linearen Factoren m^y + '%^ ~l~ ^> 
«1^ + «3^ + »*3 zerlegen, ist also a^^if + Sa^^a:^ -f- 2%a^ 
+ 0^23^ + So^^x + «33 = (»»ii/ + nhx -\- mg) (n-^y ~\- %iC + %), 
so ist sie Null, wenn 

m^y + m^x + »«3^0, oder n^y -\- %« + % ^ 
ist. Letzteres aber sind die Gleichungen zweier gerader Linien. 
Da die Ooordinaten ihres Dnrchachnittspimktes heiden genügen 
müssen, so muss also dann die Gleichung la) Art. 10 für x 
und y gleiche Wurzeln haben; und umgekehrt ist das Auf- 
treten zweier gleicher WuK;eln fßr x und y ein Beweis, dass 
die Kegelscknittsgleichung 1«) Art. 10 in eiu Produkt von 
zwei Gleichungen gerader Linien zerfallt. Soll nun eine 
Gleichung för y und x zwei gleiche Wurzeln besitzen, so 
muss bekanntlich der Differenzialquotient nach y und nach x 
Null sein. Ea muss also, wenn sich Iß) in ein solches Pro- 
dukt zerlegen lassen soU, sein; 1) a^yy -\- a^^x -\- 12,3 = 0; 
2) diäV + i^ä^ + '^3 = 0; 3) ßjj«/^ ~|- 2a^^y -\- 2a-i^y -\- ci^^x^ 
+ 2a2ga; -|- %3 = 0. Vermöge der Gleichung 2a) Art. 10 
aber reducirt sieh, wenn 1) und 2) erfüllt sind, die Bedingui^, 
dass auch 3) eintritt auf die, dass a^^y + 0:233: + «33 = 
sein muss. Man sieht also: 

Die Bedingung dafür, dass die Kegelschnittsgleichung 
la) in ein Produkt zweier Gleichungen je einer Geraden, und 
dass die Kegelschnittsgleichung !&) in ein Produkt zweier 
Gleichungen je eines Punktes zerfällt, ist das gleichzeitige 
Beatehen der drei Gleichungen, bezüglich: 

a^^y + a,^x + a,g = 0; a^^ + a^^ -f a^^ = 0; 

%«/ + «aa* + t^äa = Oj a^^X^ + a^gX -f- 0^3 = 0; 

<hsy + «23* + «33 = 0; «199 + "23? + Qbs = 0- 

Es muss demnach die Determinante Null sein, also muss 
sein, bezöglieh 



«IS 
«ä2 



= 0; Iß) 



O-n Oää 0^3 =0. Ih) 



Eine jede dieser symmetrischen Determinanten heisst: Dis 
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minante. Dieselbe soll für la) mit J, für 1^) mit 2( be- 
zeichnet werden. Es soll also gesetat werden: 
%^ %3 a,3 1 a^i 0^2 Qi3 

ÖIl2 «22 «23 = ^, äß) j a^2 Qgs ^33 ^ % '^^) 

«13 «as «^äs '^13 "ää «88 

oder, ausgerechnet, und mit Beziehung auf Art. 10, nach 
welchem Om» = «m», ^mi = o„m ist, cyklisch geordnet, 

"iifsstlss 4" SOigQääOsi -^ li^lss^ — 132081* — (133012^ = 21, 'dh) 
oder, durch Zerlegui^ in Partial-Determinajiten : 

oder 

(«13'^33 — Ö!l3<'s8)%l+(<'38'^ll"~''31^)'^ä+(*^l'^31~""'%8''ll)'^8=^f^^) 

oder 

(asaaiaT-«3i«aa)»8i+(«ai"3i— ^a'^O'fsa+Ki^sa- «13'}«S3=-^; 6«) 

und ebenso: 

Kass-Oaii+(ai30ä3— aia033>ia + (a320i2-''3i%>is = 9f, 4Ä) 

oder 

(113% "-''ia''33)l3i+(f33lii~"3i^Ka +("21^31 "■■"%''u)''23 = ^) 5^) 

oder 

(a32aj2— Ö3iQäa)ö3i+(fl2in3i~0asQii)Q3a+(öiiC22 — Oi3^>33 = 9t- 6*) 

Bezeichnet man nun clie Partial-Determinaten, welche den 

Coefflcienten «„,„, am« bilden, bezüglich mit Ä,aa, St^«, wobei, 

da öw uni^ f^inj "nm und a^n als gleich betrachtet werden, 

auch Am, = A,^, 3l,„„ = %^,„ sein muas, so hat man folgende 



7!,). 



»..»»— «»'—A, 




OaaOsa — as/ = ?rii, 


«B.«ll — %' — ^.. 


7o); 


o„a„-i,„'-a„, 


%1 «^2 -- ^ä' = ^33 




o„o„-a„'=-a,„ 


o„o„-o„<.„~^„ 


1 


o„n„-ii„o„™a„, 


"j,"..-»»»!,— As 


8<i); 


»ii«.i-»!i"n — ä,„ 


%!»1!-",1»M — -^.1 


1 


03^113—031% =^31, 



86); 



und man sieht, dass in 7a) wie die Grössen A^^, A,^, A^^ 
durch cyklische Vertauschung ihrer Indices entstehen, so auch 
die Werthe links durch cyklisches Fortrücken der Indiees an 
den a erhalten' werden, dass ferner in 8a) die Grössen A.«, 
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jl^a, Ä^t niid ihre linka stehenden Wertho durch eyldisches 
Fortrücken der Indices an den a ans einander entstehen. 
Gleiches findet in 76), 86) statt. Ferner überzeugt man sich 
auch sogleich von der Richtigkeit der Gleichungen, welche 
im Folgenden öfter zur Anwendung kommen werden: 

(«33 »11 — «31^) («11 «S2 "l'J') — («21«31 — «a3«ll)^ = "u^l 

(0,1 0,, — «„■) (o,, o„ - «a'O - («3> «1! - »ji "«)" — "m ^ 1 

(o^aOga «SS*) («33 «11 '*31^) («13«23~ «1S«33)^ = «33^I 

Kl«31 — «ä3«!l)(«33«13— «31«a2)— («13«23— «13«Sb)(«11«S2 — «IsO = «IsA 
(«B3«lä— «31«ai!)(«13«äS— «1S«33)— («ai«Bl— «aS«n)Kä«33— «äS^) = «23^) 
(«IjO^a — %ß83)(«ai«3i— ßM«ii)— («32aiä-«31«S2)(«33«ll~«3/)'=«31^' 

und ebenso : 

(flasOii — a3/)(llii0ä2 — ai3^) — (03,031 — 0231,,)* = Oii?(, 

(«11 "» — "u") ("n "33 — "33') — (»3! "u — »31 "si)' = "n ". 

(OJ3O3S— a„')(a„o„ — o,,')— (a„a„ — o„o„)' — o„M, 
{a„o„— Oj,o„)(o„au— Os,a„)-;(o„o„ — o„a„)(OuO,j— o„"). 



(O33 % — »31 »Sä) ("13 % — »I 

(a,3 023 — O12 033)(»2i O31 — Oä 
oder nach 7) und 8); 
J„j4j, — ^j,' — «,,4 



O33)— (o,,«,, 
„)-(o,,20i. 



0!S«ll)("33<l33-023') — "23« 

- 03,0^2) (a^gO,, — 0,^1^)= Og, 31 



0«) 



Ob) 



Ab ^11 
A1A2 
A3A1 



-a,,A, 



,,a, 



lOo) 



ai,a22 



a„'=-o„K, 
a„a„— a„«, 
si„a„-o„si, 
= o,,a. 



A2A3 
ji,,^,, 

13. Ist die Discriminani« 

^ = "ll«22«33 + ■^«13«33«S1 — «11 «93^ «ä3«3:^ «33«12^='0, 

SO fäsat sich F^x, y) in Art. 12, la) in ein Produkt zerlegen, 
und zwar auf verschiedene Arf«n. Man überzeugt sich nämhch 
sogleich, dass 



lOi) 



F (a-, j/) - 



" + a 



ii!/ + (0i> + 1^- 
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ist. Denn durcli Ausführung der Multiplication erlialt man 
die Coeffieienteu a^^, «(j, «jg, öj^, a^^ theils unmittelbar, theils 
aber dadurch, daas man für ^39 und Ä^^ ihre Werthe (Art. 12, 
7tt) und 8a)) setzt, und bei «33 noch bedenkt, dass aus obiger 
Gleichung J.^0 folgt Sa^^^a^^a^-y — öii«ä/ — <hi^&^ "^ ^ä{"'i^ 
— «ut^a)- Ebenso überzeugt man sich, indem man die aus 
der Bedingung A = Q folgenden Beziehungen äa^^a^^a^^ — «11(^3^* 

'^ni'^ss' — «sä^äs) bezüglich auf die Coefficienten von x^ und y^ 
anwendet, dass auch 

w,., .A _ r., j_ °..v--A."±A. - , «,.±v--Ä.,i 



■ [-- yi=^-—!l + >•«'=+ (<h. + V- A, )J 't) 

ist. Es lässt sich daher die Gleichung F (x, y) ^ in ein 
Produkt von zwei Gleichungen zerlegen, indem man jeden 
Factor in a) — d) gleich Null setzt. Man erhält so, indem 
man zugleich die Nenner wegschafft, und bei d) und h) ver- 
möge Art. 12, 8a) 

«la "|/~ J.33 + Äj^ == «13 Y— Ag^+ («laOis — «üattn) = 
+ [a,, fl,3 - («,, ± 1/^^^Ä7) flxJ 

«saV— -'ias ± -^31 = «üs T^— -^83 ± («i2<^3 — «iK«2ä) = 
schreibt, als Gleichungen, in welche F (x, 1/) = zerfällt, 

-Ki%-('tis+l^-^33)«i3] = ü; 



yGoosle 



+ [<.„«,, -(o„~)/-^„)«„]-0, 1) 

oder 

[«,> + f ^^"»7 ] V-A,y + «« V^^^l " 

~ [»„ .fa - ( «1, + V'- Ab ) »,J =o, 

+ [%% — (% — V—^ss) «aal = Ö, 2) 

oder 

oder 

Alle diese vier Paare von Gleichungen sind identisch. Denn 
dividirt man die erste Gleichung in 1) mit a^^ — y — Ä^g , die 
zweite mit %2 + ]/— Ä^ , so erhält man bezüglich die zweite 
und erste Gleichimg von 2) wieder. Lost man die Gleichung 
A = nach a^^ und On auf, so dass man erhält 

und also 



("ai "31 - 



>,V 



_ (". 






und daher V— jI-, =— rr^_ü_--, l/— ^„s, ^^p_"^_ e) 

und setzt diese Werthe in die Gleichungen 1.) ein, so erhält 
man im erst«ren Falle die Gleichungen 3), im letzteren die 
Gleichungen 4) wieder. Es gelten jedoch offenbar die Glei- 
chungen a), folglich auch 1); &), folglich auch 2); c), folglich 
auch 3); d), folglich auch 4) nur dann, wenn bezüglich a^^ 
und ^33, 6^3 und A^^, %i und A^^, a^^ i™"^ ^ii ^o^ ^^^^ ^^''" 
schieden sind. Da nun 1) — 4) gerade Linien darstellen (Act. 2), 
so sieht man: 

Ist j4 = 0, so enthält die Gleichung F (x, )/) = die Glei- 
chungen zweier Geraden. Ist nun 

I. A^<0, und zwar 1) «i,^'^', «22^0, so hat man zwei 
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reelle, sieh schneidende, Geraden nach 1)— 4). Ebenso wenn 
2) «11^0, fflj2 = ist, und zwar, wenn Ä^j^O, A^^^O ist, 
nach 1) und 3), wenn ^j^^O, A^^ = ist, nach 1); wenn 
All = (»■Iso aiich «jg = 0), und ^g ^ ist, nach 1) und 3), 
wenn^j^=0 (also auch «gj=0) und jläa'=0 ist, nachl), u. s, w, 
Ist «n = 0, 0^3 = 0, so "lautet die Gleichung A^O 

woraus folgt «j^ = 2 — -■ ^ - ■ 

Es lautet also die Curvengleichung 

F(x, y) = Sa^^xy + Sa^^y + 2a^r^x + %3 = 
oder vermöge des Werthes von a^^ 

oder (»„!/ + o„){<,„« + «„)_0. 

Man hat also dann die Geraden 

^liV ~l~ "^3 = 0, a^^x + %3 = 0. 
Die . Gleichung F (x, y) ^ hezeichnet also auch dann zwei 
reelle, sich sehneidende, und zwar in diesem Falle zwei zu 
den Ooordinaten-Axen parallele Gerade. Ist 

IL jlgs = 0, also die Discriminaate A ^ Jid^^Og^agi — 
%i^3^ — '^as^i^ ^o kann nicht zugleich %; == 0, »lä = f* sein, 
weil sonst aus A = sogleich folgen würde, dase entweder 
«ga oder a^^ Null wäre, welche Fälle beide unmöglich sind, 
ersterer weil sonst F (x, y) nicht mehr vom 2ten Grade sein 
würde, letzterer, weil sonst in der Gleichung F (x, y) ^ 
alle y enthaltenden Glieder wegfielen; ebenso wenig kann 
zugleich (T33 = 0, %3 = sein. Ferner musa, wenn Ag^ == 0, 
und A^^ = ist, auch Ä^^ = sein; denn aus a^sOn — a^^^ = 0, 

**ii<'23 — %' =^ folgtö,,=— ; «is^OriI/— ■ Werden 

"so ' 'hi 

diese Werthe in die Gleichung A = 0, oder jSa^^Osz'hi — 
%i''s3^"~%3%i^=0^i*igösetzt, so erhält man {Ya^^Oss — ^hsT = 0, 
also 033035 = 023^, oder (^3033—023^ = 0, d. h. An^O. Ebenso 
muss, wenn A^^ = und A^i =^ ist, auch A^^ = sein. 
Endlich ist, wenn A^ = ist, auch A^^ = und A^ = 0; 

denn aus o^iO^a — a^^ = folgt o^j = -^^, und wenn dieser 
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Werth in diu Bedingungsgleiehuiig A ^= eingesetzt wird, 
ergiebt sich («33«,^ — 'C'ai'hif '= *-*■ ^^o -^31 ^ ^- Analog 
folgt durch Substitution des aus A^^ ^^ hervorgehenden 

Wecthea a^ = ^^ in die Gleichungj4 = 0, dasa auch ^^,^ = 
ist. Es lauten daher die Gleichungen 3) und 4), wenn ^u^O 
und also auch ^^0 ist, 

ny+<h2x+(fhi+V— Ai)=o, <h^y + a^^x + (%3 — y— ^33) = 0, 1 

iä?/ + «2a^+K3+l/— ^n) = Ö, «,ay+a23a;+(aä3 — ■/— Ai) = 0,l 
Beide Formen sind identisch, wovon man aieh sogleich über- 
zeugt, wenn man die aus A^^ = 0, ^33 ^ sich ergebenden 
Werthe '^ ^^ für a,,, --^^ für a,, in 4) einsetzt; und beide 
Gleichungen 5) bezeichnen reelle, parallele Gerade (Art. 2). 
Sind jedoch ausser A^^ = auch A^ = und daher auch 
^3=0, ao ergeben sich aus diesen Bedingungen ctj^^a^^ — a^^^ = 0, 
«2^033 — ög/ = 0, ßaa«!! — «31^ = die Werthe a^^ = '^ ■ "'''^ , 
^^ ^ «ja«a a.^ ^^ s= ^5-^. Werden dieae Werthe in die 
Gleichung F{x,y) ^0 eingesetzt, so lautet sie: 

Es stellt alao dann die Gleichung F {x, «/) = zwei reelle, 
zusammenfallende Gerade dar, deren jede die Gleichung hat 

Tstni.^33>0, also"!/— j1j3, folglich nach e) auch j/ — ~Ä,^ 
und ]/ — A^^ imaginär, so erhält man die Gleichungen eines 
Paares imaginärer Geraden. Bringt man dieselben, z. B. die 
Gleichungen 1) auf die Form 9^ + S^ — 1 ^ 0, so erhält 
man, wenn man berückaichtigt, dasa nach Art. 12, 6ffl), in 
Verbindung mit 7a), 8ß) a^iA^^-\-a^«,A^^-\-aggA^^^= A, also 
für J. = 0, »ig-lis + «äa-^as = — (^aaAa = '''33 V" ^33 's*? 
" +"^ 3 V~ _ -M.,^ — 1 = 0, 



A,- 


-«,» 


K- 


As 


« 


„y- 






A. 


- Aä 



•1 + ^ 






0,3 ]/— Aa 
i Art. 7, 1«) die Coordinaten des Durch- 
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achnittspunktes dieser beiden Geraden, so erhalt man, unter 
Berücksichtigung der soeben gcniacliten Bemerkung 

Der Durch schnittspimfet ist also reell. 

Ganz analog sind die Schlüsse in Bezug auf die Gleichung 
Jf"' (j^ 1)^ = 0. Man hat in den hier aufgestellten Gleichungen 
nur die lateinischen durch deutsche Buchstaben zu ersetzen, 
und die Resultate nach Art. 2 zu iuterpretiren. Man erhält 
derunach die Sätze: 
Die Gleichung 
F{'^>y) = «nJ/^ + ^«■is^*' + ^^isl/ + «aa«" + ^«3^3^ + <% ^ ^ 
bezeichnet, 

wenn jl = und .^,g<0 ist, zwei reelle, sieh sehneidende 

Gerade [l)— 4}], 
wenn A=^0, A^^ = 0, aber Ä^i ^ 0, folglich auch A^.^ ^ 

ist, zwei reelle, parallele Gerade [5)], 
wenn ^ ^ 0, A^^ = 0, ^i, = 0, folglich auch Ä^^ ^ 

ist, zwei reelle, zusammenfallende Gerade [6)], 
wenn A = 0, A^^ > ist, zwei im^inäre, sich in einem 
reellen Punkte schneidende, Gerade [7)'J. 
Die Gleichung 
g {h 9) = Onf + 2ai,E^ + 2a,3t) + a,,f-\-2a,,-£+a,., = 
heaeichnet, 

wenn §1 = 0, und %f^ < ist, zwei reelle, verschieden ge- 
legene Punkte [analog 1) — 4)], 
wenn St = 0, %^ = 0, aber Stn ^0, folglich auch %, ^ 
ist, zwei reelle Punkte, deren Verbindungsgerade durch 
den Co ordinaten- Anfangspunkt geht [analog 5)], 
wenn 2t = 0, %^ = 0, 2t„ = 0, folgUch anch %^ = 
ist, zwei reelle, zusammenfallende Punkte [analog 6)], 
wenn 9t = 0, Stgj > ist, zwei imaginäre, auf einer reellen 
Geraden liegende Punkte [analog 7)]. 
14. Ist die Discriminante A der Gleichung F {x, j/) =^ 0, 
und die Discriminante % der Gleichung g ih 9) = von Null 
verschieden, so bezeichnen beide einen Kegelschnitt. In Be- 
zug auf die Beurtheilung der Gestalt desselben hat man 
Folgendes zu beachten: 
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Bei Punkt-Coordinaten. 
Hat die Curve zwei reelle Punkte im Unendlichen, so ist sie 
ine Hyperbel, hat sie einen reellen Punkt im Unendlichen, 
ine Parabel, hat sie keinen reellen Punkt im Unendlichen, 
ine Ellipse, Liefert also die Gleichung für a; = od zwei 
reelle unendliche j/, und umgekehrt für y ^ co zwei reelle un- 
endliche X, so hat man eine Hyperbel; liefert sie für a; = od ein 
reelles unendliches y, oder für y^=<x> ein reelles unendliches x, 
so hat man eine Parabel; liefert sie weder für x = co reelle 
y, noch für «/ = co reelle x, so hat man eine Ellipse. 

Insbesondere können bei der Hyperbel noch folgende 
Fälle stattfinden: Nennt man den spitzen Winkel einer Asym- 
ptote mit der reellep Hyperbel- Axe m, den spitzen Winkel der 
Abscissen-Axe mit der reellen Hyperbel-Axe v, den spitzen 
Winkel der Ordinaten-Axc mit der reellen Hyperbel-Axe tv, 
so dass also stets v -\- w == 90" ist, so können folgende ver- 
schiedene Fälle eintreten.: 
1. u< 45**, 
a. V <.u, w>u, 
6. y = Mj M! > Mj dann ist die Abscissen-Axe parallel 

einer Asymptote, 
c. V > M, w > M. 
ä. u>w, «p = M, dann ist die Ordinaten-Axe ] 



-45", 


asympioüe. 


<,<; 


»>.., 



V = u, w = u, dann ist sowohl die Abscissen- a 

die Ordinaten-Axe parallel je einer Asymptote, 
!j > w, ^y < M, 



ist die Ordinaten-Axe parallel 
ist die Abscissen-Axe parallel 



u > 45», 




V <u, 


w>u, 


v<u, 


w = u, dan 




Asymptote, 


W<M, 


W<ti, 


v = u, 


W <U, danr 


einer Asymptote, 


v>u. 


«.-<«. 
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Zugleich bemerkt man sogleich Folgendes: 
Im Falle 1,«. giebt es nicht zu jedem reellen x reelle y\ 
aber zu jedem reellen y giebt es reelle x. 
1. ö. giebt es nicht zu jedem reellen a> reelle y\ 

aber zu jedem reellen j/ giebt es ein, aber nur 
1 reelles x. 
1. c. giebt es nicht zu jedem reellen x reelle y; 

und nicht zu jedem reellen y reelle x. 
1. ä. giebt es zu jedem reellen «ein, aber nur 1 reelles i/; 
aber nicht zu jedem reellen y giebt es reelle x. 

1. e. giebt es zu jedem reellen x reelle y\ 

aber nicht zu jedem reellen y giebt es reelle x. 
Tm Falle 2.«. giebt ea nicht zu jedem reellen x reelle y\ 
aber zu jedem reellen y giebt es reelle x. 

2. b. giebt es zujedem reellen ic ein, abernurl reelles x; 

zu jedem reellen j/ giebt es ein, aber nur 1 reelles iC. 

2. c. giebt es zu jedem reellen x reelle y\ 

aber nicht zu jedem reellen y giebt es reelle x. 
Im Falle 3. o;. giebt es nicht zu jedem reellen x reelle y\ 
aber zu jedem reellen y giebt es reelle x. 

3. 6. giebt es zu jedem reellen x ein, aber nur 1 reelles y^ 

zu jedem reellen y giebt es reelle x. 

3. c. giebt es zu jedem reellen x reelle y\ 

zu jedem reellen y giebt es reelle x. 

3. (?. giebt es zu jedem reellen x reelle y\ 

zu jedem reellen y giebt es ein, aber nur 1 reelles x. 
3. e. giebt es zu jedem reellen x reelle */; 

aber nicht zu jedem reellen y giebt es reelle x, 
und umgekehrt, giebt es z. B. nicht zu jedem reellen x reelle y, 
aber zu jedem reellen y reelle a:, so hat man bei einer Hy- 
perbel den Fall 1. a. u, s, w. 

Bei Linien-Coordinaten 
gestaltet sich die Beurtheilung der Natur der Curve minder 
einfach. Man hat hier folgende Fälle zu unterscheiden: 
I. Der Coordinaten- Anfangspunkt liegt innerhalb der Curve. 
II. liegt auf dem Umfange der Curve, 
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1. Eine Coordmateii-Ase berührt, die andere schneidet 
die Cnrve, 

a. Die Ahscissen-Äxe berührt, die Ordinaten-Axc 

schneidet. 
h. Die Abscissen-Äse schneidet, die Ordinaten-Axe 
berührt. 

2. Beide Ooordinafcen-Asen schneiden die Curye. 
III. liegt ausserhalb der Curve. 

1. Beide Coordinaten-Axen berühren die Curve. 

2. Eine Coordinaten-Axe berührt, die andere sehneidet 
die Curve. 

a. Die Abscissen-Axe berührt, die Ordinaten-Axe 

achneidet. 
h. Die Abaciasen-Axe schneidet, die Ordinaten-Axe 

berührt, 

3. Eine Coordiuaten-Äxe berührt die Curve, die andere 
berührt nicht und schneidet nicht. 

a. Die Abscissen-Axe berührt, die Ordinaten-Axe be- 
rührt nicht und schneidet nicht. 

h. Die Abscissen-Axe berührt nicht und schneidet nicht, 
die Ordinaten-Axe berülirt. 

4. Beide Coordinaten-Axen schneiden die Curve. 

5. Eine Coordinaten-Axe sehneidet die Curve, die andere 
berührt nicht und schneidet nicht. 

a. Die Abaciasen-Axe achneidet, die Ordinaten-Axe 

berührt nicht und schneidet nicht. 
J. Die Abscissen-Axe berührt nicht und schneidet nicht, 

die Ordinaten-Axe schneidet. 

6. Beide Coordinaten-Asen berühren die Curve nicht, 
und schneiden sie nicht. 

Zugleich sieht man, wenn man bedenkt, dass 5 = 00, t) = co 

die Coordinaten von sind. 

Im Falle I. giebt es nicht zu jedem reellen y reelle 9, und 
nicht zu jedem reellen ^ reelle j; zugleich ist 
für 5 = CO 5 imaginär, und für t) = 00 ist ); 
imaginär. 

Im Falle II. \.a giebt es zu jedem reellen j ein, aber nur 1 
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reelles t), aber nicht zu jedem reellen l) reelle j; 

zugleich ist für j = od auch 5 = oo und für 

q = 00 auch j = 00. 
ImFalle II. l.fe giebt es nicht zu jedem reellen j reelle t); 

aber zu jedem reellen g giebt es ein, aber 

nur 1 reelles j; zugleich ist für j = 00 auch 

9 = 00 und für 9 = 00 auch j = 00. 
Im Falle IL 2. giebt es nicht zu jedem reellen J reelle t), 

und nicht zu jedem rellen ^ reelle j; zugleich 

ist für E = c» auch ^ = oß und für ^ = oö 

auch J = 00. 
Im Falle IIT, 1. giebt es zu jedem reellen j ein, aber nur 1 

reelles q, und zu jedem reellen t) ein, aber 

nur 1 reelles 5. 
ImFallelTI. 2.« giebt es zu jedem reellen j ein, aber nur 1 

reelles 9; aber nicht zu jedem reellen t) reelle j. 
Im Falle III. 2. 6 giebt es nicht zu jedem reellen g reelle t); 

aber zu jedem reellen ^ ein, aber nur 1 reelles j. 
IraFallellLS.ß giebt es zu jedem reellen J ein, aber'nur 1 

reelles ^; aber zu jedem reellen ^ giebt es 

reelle j. 
ImFallellLiä.Zi. giebt es zu jedem reellen ^ reelle Q; aber zu 

jedem reellen 9 ein, aber nur 1 reelles j. 
Im Falle III, 4. giebt es nicht zu jedem reellen j reelle i), 

und nicht zu jedem reellen t) reelle j; zu- 
gleich ist für E = 00 ^ nicht 00, aber reell, 

und für 9 ^ ^'o ist g nicht oo, aber reell. 
ImFallellLö.ü. giebt es nicht zu jedem reellen £ reelle t), 

aber zu jedem reellen l) giebt es reeUe j, 
ImFalleTTI, 5.fc. giebt es zu jedem reellen g reelle t|; aber es 

giebt nicht zu jedem reellen 1) reelle j. 
Im Falle III. 6. giebt es zu jedem reeUen y reelle t|, und zu 

jedem reellen t) reelle 5. 
Umgekehrt, liefert die Gleichui^ 5 (?> t)) = ^ nicht zu jedem 
reellen J reelle 9, und nicht zu jedem reellen ^ reelle j; ist 
ferner für g = 00 ^ imaginär, und für t) = 00 j imaginär, 
so hat man den Fall I, etc. 
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Die Unter sdieidimg, ob die Gleicbimg eine Hyperbel, 
Ellipse, Parabel darstelle, ergiebt sich dann in jedem einzelnen 
Falle durch die Untersuchung, ob die zur Abscissen-Äxe 
parallelen Tangenten die Ordinaten-Äxe beide auf der posi- 
tiven oder beide auf der negativen Seite schneiden, oder aber 
ob die eine die Ordinaten-Ase auf der positiven, die andere 
auf der negativen Seite schneidet; ob femer die zur Ordinaten- 
Axe parallelen Tangenten die Abscissen-Axe beide auf der- 
selben, oder ob sie dieselbe anf verschiedenen Seiten schnei- 
den; ob femer eine zu einer Coordinaten-Ase parallele Tan- 
gente im Unendlichen liegt, oder nicht. Nur der obige Fall 
IJI. 1. erfordert eine eigene Untersuchung, Zugleich bemerkt 
man hinsichtlich der Hyperbel, welche überhaupt die grÖsste 
Manniehfaltigkeit der Erscheinungen darbietet, in Bezug auf 
die oben erwähnte Lage der Coordinaten-Axen gegen dieselbe. 
Folgendes, wobei die Lage des Coordinaten- Anfangspunktes 
0, ob inner- oder ausserhalb der Curve, u. s. w. nicht in Be- 
tracht kommt: 

Tm Falle l.ß. giebt es keine Tangente parallel der Abscissen-, 

zwei Tangenten parallel der Ordinaten-Axe. 
1.6. giebt es 1 Tangente, eine Asymptote, parallel der 

Abscissen-, zwei Tangenten parallel der Ordi- 
naten-Axe. 
I.e. giebt es zwei Tangenten parallel der Abscissen-, 

und zwei Tangenten parallel der Ordinaten-Axe. 
l.d. giebt es zwei Tangenten parallel der Abscissen-, 

und 1 Tangente, eine Asymptote', parallel der 

Ordinaten-Äxe. 
I.e. giebt es zwei Tangenten parallel der Abscissen-, 

keine Tangente parallel der Ordinaten-Axe. 
Im Falle 2. a. giebt es keine Tangente parallel der Abscissen-, 

zwei Tangenten parallel der Ordinaten-Axe. 
2. &. giebt es 1 Tangente, eine Asymptote, parallel der 

Abscissen-, und 1 Tangente, eine Asymptote, 

parallel der Ordinaten-Äxe. 
2. c. giebt es zwei Tangenten parallel der Abscissen-, 

keine Tangente parallel der Ordinaten-Axe. 
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Im Falle 3. a. giebt es keine Tiingente parallel der Abscissen-, 
zwei Tangenten parallel der Ordinaten-Ase. 
3. b. giebt es keine Tangente parallel der Abscissen-, 
1 Tangente, eine Asymptote, parallel der Ordi- 
naten-Axe. 
3. c. giebt es keine Tangente parallel der Abscissen-^ 
und keine Tangente parallel der Ordinaten-Äxe. 
3.rf. giebt es 1 Tangente, eine Asymptote, parallel 
der Abscissen-, und keine Tangente parallel 
der Ordinaten-Ase. 
3. e. giebt es zwei Tangenten parallel der Abscissen-, 
und keine Tangente parallel der Ordinaten-Axe. 
Löst man nun die Gleichungen F (x, j/) = 0, ^ (j, ^) =^0 
nach y,x, )), % auf, so erhält man: 

y = -— r-«i5a;-a,a±y-(a„Bäa— o^"7)^+ 2(02,031— 023«ii}'«—("M'^'ir-Oni^)1, 



oder 



-il.a±V-(Oul 



.')?'+2(a,,ü.a 



a:=-^ [— «„y - «,b ± V- A^H' + ä A,!/ - Ai~\ , 2«) 

Ih) 
2b) 



1) = — -a,.K 



-a,,±V'~%:,t + 2m.,a-^ 



■ "■., + 1^- a 



* + 29lai^- 



In 1«) und 2a) sind offenbar die Ausdrücke unter dem Wurzel- 
zeichen für bezüglich x = -\'<X!,y^-\-<x< positiv oder negatiy, 
je nachdem A^^ negativ oder positiv ist. Im ersteren Falle sind 
die Ausdrücke in la), 2a) reell, im zweiten imaginär. Dies 
bleibt so, bis die ßadicanden Null werden. Dann werden 
sie, wenn A^^ < ist, imt^inär, wenn Ä^^ > ist, reell. Dies 
bleibt abermals so, bis die Radicanden abermals Null werden, 
wo dann die Ausdrücke für A^^ < wieder reell, für A^^ > 
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imaginär werden; dies bleiben sie bis zu bezüglich x = ■ — oo, 
j/ = — . oo. Um die Werthe für x zu finden, für welche der 
Radicand in la) Nvill wird, und die Werthe für y zu finden, 
für welche der Radieaud in 2«) Null wird, hat man nur diese 
Radicanden = zu setzen, und die so entstehenden Glei- 
chungen nach X, y aufzulösen. Heissen die Wurzeln dieser 
Gleichungen bezüglich Xi, x^, y„ y^, so findet man unter An- 
wendung der Beziehungen Äri 12, 10a). 



A, + V- 






Ebenso ergeben sieh aus 16), 2h) die Werthe 



Ei=- 



l)i = - 



, h^- 



-'-'■-, n. = 



^-V-^: 



M 



3a) 
4a) 

'dh) 
4h) 



Sind nun x^, x^ imaginär, so giebt es also für ^4^^ < keinen 
reellen WeiHJi von x, für welchen y imaginär würde, es ist 
also dann y für jedes reelle x auch reell; für A^^ > giebt 
es keinen reellen Werth x, für welchen y reell würde, es ist 
also dann y für jedes reelle x imaginär. Sind a;^, x^ ireell, 
so giebt es für A^^ < reelle Werthe von x, für welche y 
imaginär wird, und für A^^ > reelle Werthe von x, für 
welche y auch reell wird. Ebenso ist, wenn j/j, y^ imaginär 
sind, für A^.^ < a: für jedes reelle y auch reell, für A^^ > 
für jedes reelle y imaginär. Sind y^, y^ reell, so giebt es für 
Ai3<0 reelle Werthe von y, für welche x imaginär wird, 
imd für A^^ > reelle Werthe von y, für welche x reell wii-d. 
Ist nun I. Ab < 0, %s < 0, 

und ist, da -ägs = fliiißaa — '^i A ^Igs = ü^j 0^2 — Qia* ist, 

1. a^, ^ 0, .%a ^ 0, a„ ^ 0, ttia ^ 0, 
so können «j^ und a^g, a^^ und a^^ verschiedene, oder gleiche 
Vorzeichen haben. Ist nun ersteres der Fall, ist also 

Ä) «n«a^<0, a„a2i,<0, 

und ist 3t) a,,^ < 0, a„3[ < 0/ 
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also ffiag^>0, %2S(>0, 

so sind die Werthe in 3a), 3i) reell, in 4a), 40) imaginär. 
Es giebt also dann reelle Abacissen, für welche es keine reelle 
Ordinate giebt, dagegen gehören zu jeder reellen Ordinate 
reelle Abscisaen. Bei Punkt -Coordinaten sieht man daher 
sogleich, dass dann die Gleichung eine Hyperbel bezeichnet, 
und zwar in einem der Fälle i.a, 2.a, S.a. Bei Linien- 
Coordinaten hat man, da es nicht zu jedem reellen j reelle t), 
wohl abei- zu jedem reellen t) reelle J giebt, den Fall III. b.a; 
ausserhalb der Curve, die Abscissen-Axe sehneidet die 
Curve, die Ordinateii-Axe schneidet nicht und berührt nicht. 
Nach dem Früheren können nun bei der Hyperbel nur die FäUe 
l.a, 1.6, l.c, 2.ß, 3. o in Betracht kommen, weil nur in ihnen 
Tangenten existiren, welche parallel den Coordinaten-Axen ver- 
laufen. Und zwar müssen beide zur Ordinaten-(^=)Axe parallele 
die Abscissen-(j.:)Axe auf verschiedenen Seiten, die eine auf der 
positiven, die andere auf der negativen sehneiden, und es muss 
stets zwei solche zur Ordinaten-Äse parallele Tangenten geben. 
Dagegen giebt es in den Fällen l.ß, 2.«, 3.a keine zur Abscissen- 
Axe parallele Tangente, im Falle 1, i nur 1 solche Tangente, 
eine Asymptote, und unr im Falle l.c zwei solche Tangenten, 
und diese müssen die Ordinaten-Axe auf derselben Seite, beide 
auf der positiven, oder beide auf der negativen Seite schnei- 
den. Bei der Ellipse aber muss es stets zwei zur Ordinaten- 
Axe parallele Tangeuten geben, und zwar müssen diese die 
Absciasen-Äxe auf derselben Seite schneiden, zugleich aber 
auch muss es stets zwei zur Abscissen-Axe parallele Tangen- 
ten geben, und diese müssen die Ordinaten-Axe auf verschie- 
denen Seiten, die eine auf der positiven, die andere auf der 
negativen Seite sehneiden. Bei der Parabel kann es, wenn 
die Abscissen-Axe der Parabel- Haupt -Axe nicht parallel ist, 
nur eine im Endlichen Hegende zur Ordinaten-Axe, nnd eine 
im Endlichen liegende zur Abecissen-Axo parallele Tangente 
geben. Ist aber die Abscissen-Axe der Parabel-Haupt-Axe 
parallel, so kann es nur eine im Endlichen liegende zur Or- 
dinaten-Axe, aber keine im Endlichen liegende zur Abscisaen- 
Axe parallele Tangente geben. Die zur Ordinaten- und 
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Abscissen-Axe parallelen Tangenten liaben nun offenbar be- 
züglich die Ordinate t) ^ 0, die Äbsciase g = 0. Setzt man 
nun in 1&) J = 0, so erhalt man die beiden Werthe von % 
in welchen die zur Abscissen-Axe parallelen Tangenten die 
Ordinaten-Axe schneiden, sie sollen stets ^', I)" heissen; setat 
man in 2h) ^ = 0, so erhält man die beiden Werthe von j, 
in welchen die zur Ordinaten-Axe parallelen Tangenten die 
Abscissen-Axe schneiden, sie sollen stets j', i" heissen. Man 
hat also 

,'_-i«-+JEiI, f^-=Jh^-J^EEZ■ 5) 

Oll Oll 



Soll also die (Jurve eine Hyperbel sein, so müssen j', j" reell 
und verschiedenen Zeichens sein. Dazu ist erforderlich, dass 
Slii < 0, oder 032033 — a^j^ <0 ist, und dass %0a3<0 ist, 
dass also a„a *i^^ ^&i verschiedene Vorzeichen haben. Da 
a22 8(>0 sein sollte, muss sein 

0,^91 < 0. 
Soll die Curve eine Ellipse sein, so müssen ^',V)", e',e" reell 
und zwar j', j" gleichen, \)', t)" verschiedenen Zeichens sein. 
Damit nun j', {", l)', t)" reell sind, muss 9(^, < 0, %^ < 0, 
oder 02^033 — Oä/^*^' Oaglii — Oig^ < sein. Damit g', j" 
gleiches, t)', ^" verschiedenes Voraeicheu haben, muss Q^g o^g > 0, 
AjäO,, <0 sein. Es muss also ajg mit a^ gleiches, mit a^^ 
entgegengesetztes Vorzeichen haben; es müssen daher die 
Bedingungen zugleich erfüllt sein: 

Ü33?l>0, S(u<0, %g<0. 

Soll die Curve eine Parabel sein, so muss j' oder j" gleich 
Null, ebenso t|' oder t)" gleich Null, oder beide Null sein. 
Beide Bedingungen sind offenbar 'erfüllt, wenn Q,g == ist, 
sollen beide 1/, t)" Null sein, so muss speziell auch Oj^ = 
sein. Die Bedingung .für die Parabel ist also 

ttas = 0. 
Ist 58) a^,A>0, a^i^>0, 

also a^^A < 0, 0^^% < 0, 

so sieht man: Zu jeder Äbscisse gehören reelle Ordinaten, 
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aber es giebt reelle Ordiiiaten, zu welchen es keine reelle 
Äbseisse giebt. Bei Punkt- Coordinaten bat man also eino 
Hyperbel, und zwar einen der Fälle i.e, 2. c, 3. e. Bei Linien - 
Coordinaten hat man die Lage III. 5, & des Axen - Systems. 
Bei der Hyperbel kommen bier nnr die Fälle l.c, l.d, I.e, 
2. c, 3. e in Betracht. Wie bisher überzeugt man sieh, dass 
dann die Gleichung eine Hyperbel, Ellipse, Parabel bezeichnet, 
wenn bezüglich a3g3l<0, 

ii,,3l>0, %,<0, %,<0, 

Ist B) a,^a.^2 > 0, fl^Oä» > ^' 

haben also «.„"sai ^w^i2 gleiches Zeichen, und ist 

^) «ij^<0, aa3(<0, 

also auch ci^^A <0, 0^2^ < ^i 

so sind die Werthe in äa), 4a), 36), 46) sämmtlich reell. 
Man sieht also, es giebt reelle Äbseissen, für welche es keine 
reellen Ordinaten, und reelle Ordinaten, für welche es keine 
reellen Äbseissen giebt. Bei Punkt- Coordinaten sieht man 
sogleich, dass man eine Hyperbel, und zwar den Fall 1, c hat. 
Bei Linien-Coordinaten sieht man hingegen, da nach lö), 26) 
für 5 = c» auch t) = oo, und für l) = oo auch j = oo wird, 
dass man den Fall III. 4 vor sich hat. Bei der Hyperbel 
können hier alle Fälle von l.fl bis 3.e statt haben. Man 
sieht nun sogleich, dass, wenn die Curve eine Hyperbel sein 
soll, 9', t)", e', e" reell oder imaginär sein können, dass aber, 
wenn das eine oder andere Paar, oder beide Paare reell sind, 
\)' und t)", e' und j" gleiches Zeichen haben müssen; ferner 
dass, wenn die Curve eine Ellipse sein soll, t)', t)", j', j" reelJj 
aber verschiedenen Zeichens sein müssen; dase, wenn die Curve 
eine Parabel sein soll, i)' oder 9", und zugleich j' oder j" 
Null, der andere AVerth reell, oder dass drei dieser vier Grössen 
Null, die vierte reell sein muss. Die Bedingung für die Hy- 
perbel beschränkt sich offenbar darauf, dass a^g a^^ > 0, 0^^ a.^^ > 
ist, dass also auch 

a^,% < 
ist. Die Bedingung für die Ellipse redueirt sich darauf, dass 
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1^33 *>ii < ^! ''32*133 < ^1 ^Iso 1^3^'- > *^ ^^^ muss. Die anderen 
BedingungeB, dass ^I^^ < 0, St^g < ist, folgen aus Ogg^j < 0, 
fs2ii33<0 ■^011 selbst. Man hat also eine Ellipse, wenn 

a33Sl>0, 9{n<0, %3<0 
ist. Die allgemeine Bedingung für das Auftreten der Parabel 
abgesehen von speziellen Fallen, a^^ = 0, Q^^ = 0, Ia.\itet wie 
früher a^^ = ü. 

Ist S) a,^A>0, aiiSl>0, 

also auch aii^A>0, naaSt>0, 

so sind die Wertbe in 3»), 4a), Bb), ib) imaginär. Es giebt 
also zu allen reellen Abscissen reelle Ordinaten, und umge- 
kehrt. Bei Punkt-Coordinaten folgt daraus, dase man dann 
eine Hyperbel, und zwar den Fall 3. c hat. Bei Linien-Coordi- 
naten hat man den Fall IIT. 6. Bei der Hyperbel, bei welcher 
hier nur der Fall l.c eintreten kann, müssen j', j", ^',^" stets 
reell und verschiedenen Zeichens, bei der Ellipse dieselben 
Grössen auch reell, aber gleiches Zeichens sein; bei der Pa- 
rabel i' oder 5", t}' oder 9" Null sein. Man hat also offen- 
bar eine Hyperbel, wenn aggOn < 0, 03^0^3 < ist, wenn also 
das Vorzeichen von 0,3 das entgegensetzte des Vorzeichens 
TOn (Xii, Ctga ist, und wenn daher 

033 9i<Ü 
ist. Für die Ellipse hat man die Bedingung 053033 > 0, 
ögaOji > 0, aber %^^ < 0, %^ < 0, oder 

0^3 ?i > 0, 9i„ < 0, gtsa < 0. 

Für die Parabel gilt die Bedingung 
das = 0. 
Ist femer 2. «„ ^ 0, a^^ = 0, Ou ^ ()> «sa = ^> 
in welchem Falle, da As='%i<^ä~''i/<0, 9(33 = 011022— ai3^<0 
sein soll, weder a,g noch 0^2 Null sein kann, so gehen die 
Gleichungen la), 16), F{x, ^) = 0, 5 ();, tf) = Q für a^, = 0, 
022 = über in 
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Wie 2a), 2?t) unbrauchbar werden, weil aie den Nenner Nnll 
enthalten würden, so gelten auch die auf 2«), 26) basirten 
Gleichungen 4d), 46) nicht mehr, während da), Zh) in Kraft 
bleiben. Ist nun 

21) a,^A<i), tti,3t<0, 

so sind die Ausdrücke in 3«), 3b) reell. Aus ihnen und aus 
8a)j 86) ersieht man: Es giebt reelle Absciesen, für welche 
keine reellen Ordinaten esistiren, dagegen gehört zu jeder 
reellen Ordinate eine, aber nur eine einzige, Absciase. Bei 
Punkt* Coordinaten hat man also hier eine Hyperbel, nämlich 
den Fall 1.6. Bei Linien-Coordinaten sieht man aus 76), daas 
für j = oo auch t) = oo ist, aber aus 86) ist ersichtlich, dasa 
für t) ^ oo j nicht nothwendig den Werth oo, sondern den 
unbestimmten Werth ^ erhält. Man hat also den Fall 111. 2.6. 
Die Gleichungen 5) bleiben, da sie aus 16) hervorgingen, 
unverändert, an die Stelle der aus 2i) hervorgegangenen 
Gleichungen 6) tritt aber die eine aus 86) für ^ = fiiesscnde: 

wie es auch sein muss, da es zur Ordinaten-Axe, die selbst 
Tangente ist, nur noch eine einzige parallele Tangente geben 
kann. Dieser Werth j' ist stets reell, kann aber auch = 0, 
oder = oo sein, in welchem letzteren Falle die zweit« Tan- 
gente mit der ersten, also mit der Ordinaten-Axe zusammen- 
fällt. Bei der Hyperbel sind hier nur die Fälle \.a, l.i, l.c, 
l.d, 2.(1, 2.h, 3. (T, 3.6 möglich. Soll nun die Curve eine 
Hyperbel sein, so können l)', t)" imaginär oder reell sein, im 
letzteren Falle aber müssen sie gleiches Zeichens sein. Soll 
die Curve eine Ellipse sein, so müssen i^', 9" stets reell, aber 
verschiedenen Zeichens sein. Die Curve ist eine Parabel, 
wenn j' = 0, und t)', t)" beide gleich Null, oder eins Null 
ist. Man hat also eine Hyperbel,, wenn a330,j>0ist, wenn 
also Ogj und a^^ gleiches Zeichen haben, und also 
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a,,% < 
ist. Wenn ausser a^j auch a^^, also auch St^i Null ist, so 
fallen in der Ordinaten- Axe zwei Tangenten zusamraen; so 
in den Fällen l.d, 2.b, 3.Ö; in 3.6 fallen auch die beiden 
zur Abscissen-Axe parallelen Tangenten in eine einzige, eine 
Asymptote (die andere ist die Ordinaten-Axe) zusammen. 
Man bat ferner eine Ellipse, wenn OggO^^ < 0, also OgjSl > 0, 
und aggOii — üi3^ < 0, oder St^^ < ist; wegen a^^ = ist 
zugleich auch a^^c.^^ — 0^3^ o^^^ St^ < 0. Man hat also auch 
hier die Bedingungen 

Qa^St > 0, a,i < 0, %.,< 0. 
Die Curve ist eine Parabel, wenn 

^33=0 

ist. 

Ist S8) a^,Ä>0, a„^>0, 

so sind die Werthe 3«), Sb) imaginär. Aua ihnen und aus 
8«), 8&) folgt, dass dann zu jeder reellen Abscisse re_elle 
Ordinaten, zu jeder reellen Ordinate eine, aber nur eine einzige, 
Abscisse gehört. Bei Punkt-Ooordinaten erkennt man sogleich, 
dass man dann eine Hyperbel, und zwar im Falle V-.b, vor 
sich hat. Bei Linien- Coordinaten hat man den Fall III. '6. b. 
Soll hier die Curve eine Hyperbel, für welche nur die Fälle 
l.e, 1.1? eintreten können, sein, so müssen Vf,^" reell, und 
verschiedenen Zeichens sein; bei der Ellipse müssen sie reell 
und von gleichem Vorzeichen sein. Man sieht daher sogleich, 
daas man eine Hyperbel hat, wenn 
03,31 <0 
eine Ellipse, wenn O^gSl > 0, 31^ < 0, Sl^, < 

ist, wobei, wegen o^g = von selbst 2t^, < ist. Endlich 
hat man eine Parabel, wenn 

ist. 

Ist 3. ffl„ = 0, ßj5, ^ 0, tti, = 0, o^j ^ 0, 
so gelten die Gleichungen 1»), 16), und in Folge dessen 3a), 
36) nicht mehr. Die den Gleichungen la), \b) entsprechen- 
den sind dann aus F{x,y) = 0, ^ (j, t() = abzuleiten. 
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Man hat dann nach diesen, sowie nach 4a), 4h) für «,, ■=^ 0, 



1/ = — .-'-^—^^^ — \ " 10a) 



■ i" [-»irf~».j + y«,.'!'' + 2-i,ä-3;7]; 11«) 






106) 



IbI mm S) o,, ^ < 0, 0„ « < 0, 

so hat man bei Punkt-Ooordmaten eine Hyperbel, im Falle l.rf. 
Bei Linien-Ooordinaten liegt offenbar III. 2. (t vor. Statt der 
Gleichangen ö) erhält man aus lOö) 

«■ - - -^. »^) 

und mau überzeugt sich, wie bisher, leicht, dass man eine 
Hyperbel bat, wenn j', s" imaginär otler reell, im letztem 
Falle gleichen Zeichens, also 

Ojs?! < 0, 
eine Ellipae, wenn j', j" reell und verschiedenen Zeichons, also 

ti,,2t>0, ?l„<0, %n<^, 
eine Parabel, wenn a^^ = 

ist. Bei der Hyperbel hat man die Fälle l.ö, l.c, l.d, l.e, 
2. h, 2. c, 3. d, 3. e. Ist ausser a^ auch a^^ = 0, also Slgg = 0, 
so fallen, wie im Falle \.b, 2.h, 3. rf in der Abscissen-Axe 
zwei Tangenten zusammen, in 2. h auch die beiden zur Ordi- 
naten-Ase parallelen Tangenten. 

Ist S8) a^^A>0, a^i'&>0, 

so sind 4o), Ab) imaginär. Hieraus und aus 10a), 10^) er- 
kennt man bei Punkt- Co ordinalen sogleich die Hyperbel im 
Falle ii. h. Bei Linien- Co ordinafcen hat man den Fall III. 3. a, 
und sieht auch hier, dass man eine Hyperbel, und zwar im 
Falle 1.6 oder l.c hat, wenn 

«33^ < 0, 
eine Ellipse, wenn o^gSl > 0, SI^ < 0, %^ < 

eine Parabel, wenn a^^ ^= 

ii.t. 
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Ist 4. «1^ = 0, «33 = 0, a„ = 0, flga == 0, 
wobei also, da A^, Stjg von Null verschieden sein soll, nicht 
zugleich a,g, a^^ Null sein kann, so treten an die Stelle der 
Gleichungen 1«), 2a), 16), 26) die aus F(x, y) = 0, 5 (j, t|) = 



-0, I 



E = - 



13«) 
14«) 
136) 
J.46) 



= folgenden 
2ajga; + «3, 

2%ai/ + °33 

2(a„q + a,3) 
Man sieht daher: Es giebt zu jeder reellen . 
aber nur eine einzige Ordinate, zu jeder reellen Ordinate eine, 
aber nur eine einzige Abscisse, Bei Punkt- Co ordinaten er- 
kennt man daher sogleich, dass die Gleichung eine Hyperbel, 
und zwar eine gleichseitige, nämlich den Fall 2.6 darstellt, 
indem beide Coordinaten-Äxen den Asymptoten parallel sind. 
Man sieht dies noch deutlicher, wenn man 

setzt, durch welche Substitution die Gleichung die Gestalt 
erhält , , ao,„a„ — ffi,..a,„ 



Bei Linien -Co ordinaten hat man offenbar den Fall TU. 1 , welcher, 
wie schon früher erwähnt ward, eine besondere Untersuchung 
erfordert. Da es in diesem Falle zu jeder Axe nur eine ein- 
zige parallele Tangente giebt, ist eine Entscheidung mit Hilfe 
der Vorzeichen von j', j", t)', I)" nicht mehr mögUeh. Man 
muss daher folgenden Weg einschlagen: Man entwerfe eine 
Zeichnung dieses Falles, insbesondere für Ellipse und Hyper- 
bel. Die (positive Seite der) Abscissen-Axe berühre die Ourve 
in P, die (pasitive Seite der) Ordinatcn-Axe berühre in i, 
die zur Ordinaten- Axe parallel laufende Tangente berühre in 
K und schneide die Abscissen-Axe in S; die zur Abscissen- 
Axe parallele Tangente schneide die zur Ordinaten- Axe parallele 
Tangente in Q, die Ordinaten-Axe in K. Bei der Hyperbel 
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sind hier zwei Fälle möglich: entweder nämlich berühren 
die Coordinafcon-Äxen die eine den einen, die andere den 
anderen Ast, oder beide berühren denselben Äat der Hyper- 
bel. Stets aber liegen bei der Ellipse L und K auf derselben, 
bei der Hyperbel aber auf verschiedenen Seiten der Abseisaen- 
Axe. Bei der Ellipse also müssen die Strecken OL, SK 
gleiches, bei der Hyperbel verschiedenes Vorzeichen besitzen; 
und umgekehrt: besitzen OL, SK gleiches Vorzeichen, so ist 
die Curve eine Ellipse, besitzen sie verschiedenes Vorzeichen 
eine Hyperbel. Bezeichnet nun, wie bisher, j', t(' den reci- 
proken Werth bezüglich von OS, OB, ist also j' der aus 
146) für 9=0, i)' der aus Id'b) für £ = sich ergebende 
Werth, und sucht man ferner den aus 146) für \) = oo 
folgenden Werth Ji von j, und den aus 13b) für g ^ oo fol- 
genden Werth l), von l), so hat man sogleich 

und da offenbar 

ist, für l) = oo, j = CO 

Da es nun auf der Abscisaen-Axe keinen anderen Pujdit als 
P geben kann, für welchen das zugehörige t) unendlich ist, 
und da es auf der Ordinaten-Axe keinen anderen Punkt als 
L geben kann, für welchen das zugehörige J unendlich ist, 
muss Ej der reciproke Werth von OP, 9, der reciproke Werth 
von OL sein. Man hat daher 



oder 

OP = - A:^, OL = 



01i= - 
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Es wird also OL erhalten, indem man in der (ileichiiiig der 
Curve, weiche (wegen, ttu == 0, ü^a = 0) lautet 

2ai2E9 + 2a,,\) + 2a^E -|- ci,s = 
den negativen Quotienten ans dem Coefficienten von gt) und 
g bildet. Verlegt man nun den Co ordinalen -Anfangspunkt 
nach S, nimmt die frühere Abscissen-Axe auch als die neue, 
die zur früheren Ordinaten-Axe parallele Tangente als neue 
Ordinaten-Axe, und behält die positiven und negativen' Rich- 
tungen derselben bei, 3o rauaa auch für das neue System die 
Gleichung der Curve die Gestalt haben 

2a'i3E5 4- 2a'i39 + 2a'^.^i + o'g, = 0, *) 

Man hat dann analog dem J.ten, liten, 4ten Werth in f), 

SF = - ^, SO = — ^, sy = - ~°'--, tt) 

wobei, wie in f) die Quotienten rechts von den Gleichheits- 
zeichen sowohl die absolute Länge als das Vorzeichen der 
Strecken angeben. Nun ist, wenn der Einfachheit wegen der 
Fall der Ellipse zu Grunde gelegt wird, an absolutem Werth 
SP ■= OS — OP; also da in ff) SP einen negativen Werth 
bezeichnet, während OS und OP in f) positiv sein müssen, 

Femer ist an absolutem Werth SO in tt)_gleich OS in f), 
da aber ersterer negativ, letzterer positiv ist, hat man 



Endlich ist an absolutem Werthe SQ gleich OE; 
beide in ff) und in f) das gEeiche Zeichen haben, 



Man hat also die drei Gleichungen 



Die erste derselben lässt sich sehreiben 
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oder, der dritteji Gleichmig zufolge 

woraus folgt Ai2_ _, ^°i8''i3~''i 2''3a 

Man hat also 

a'sa Ijs^ ' ll'a» <^is ' "'a.T "»a ' 

werden diese Werthe in die Gleichung **) eingesetzt, nnd 
wird dieselbe dann auf die Form *) gebracht, so lautet sie 

- 2 (20^3 a,s - <ii2^,)m + 20x8033^^ 20,^033? + 03,^ = 0. 
Durch dieselbe Betrachtung mit Berücksichtigung der Vor- 
zeichen ergiebt sich diese Gleichung auch bei der Hyperbel. 
Wie daher, bei Voraussetzung der Gleichung 2aigJlJ + 2ajg9 
+ 2a^^^ + 033 = 05 ^^^ = ^ '^^'^^ muss jetzt sein 



oder SK===— " '^' ^ " " ■ 

Haben nun OL und SK verschiedene Zeichen, so ist die 
Ourye eine Hyperbel, haben sie gleiche, eine Ellipse. Es 

kommt daher darauf an, ob — — — und i^— ^^ ' ■-■ ^^ - , 

oder, ob a.g und = , 



oder ob 0^^033 und 2a,3aj3 — a^aügg 

gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben. Nach Art. 12, 4&) 

ist aber für ttj^ = O^g = die Dia crimin ante 

2l = ais(2%aää — aiä«33) 
also 20^30^3 — Oisttag = -^■ 

Es fragt sich also, ob aiäCaa und — — 
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gleiche oder verschiedene Yorzeiehen besitzen, oder ob, da 
- — - dasselbe Vorzeichen hat wie tti^SC, ob 

aigQja und a^gSt 
oder endlich ob a^^ und 9t 

gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben. Man sieht daher 
auch hier wieder: Die Ourve ist eine Hyperbel, wenn 

Q,,,SI<0 

ist, eiue Ellipse, wenn a^3 9l>0 
ist, wobei die Bedingungen 

Sin <0,%i<0 
wegen a^, = 0, a^^ = '^ ^o^ selbst erfüUt sind; sie ist eine 
Parabel, wenn q 

ist. Dabei hat man bei der Hyperbel offenbar nur die Fälle 
1. &, 1. c, l.d, 2.b. Letzterer insbesondere, also die Mittel- 
punktsgleiehung der gleichseitigen Hyperbel für Linien- Co ordi- 
naten, und die Asymptoten als Axen tritt ein, wenn dj^ ^ 0, 
a^s = 0, also 5(^^ _ Q^ g{^^ _ Q 

ist. 

Ist n. A^, = 0, Stss = Ö, 

und zwar 1. «u ^0, Ogg ^ 0, O^j ^ 0, flg^ ^ 0, 
also auch, da Ä^ ^ 0, St^g ^ sein soll, 

so kann keine der beiden Partiai-Determinanten A^^ = «3i«3i — 
"-as^iu ^si = '^.ia%a~~<*3i''sa Null sein. Demi aus ^33 = 0, 
oder a.,a.,., — a.J ^ folgt »„ = — -^— , also ist 

A^^ = %i %i — a^g ■ ^^^ = -^'■- (fflsi «äs — (h2 «12) 
= — -^^ ^3,. 
Wäre also A^^ Null, so müsate, da a^^ ^ 0, «22 ^ f' i^ti ^'^♦'l^ 
.djj Null sein, was unmöglich ist, da dann nach Art. lü, 6a) 
die Discriminante A Null sein würde. Es kann also keine 
der Partial-Determinanten ^^3, A^^, ^33, %^^ Null sein. Es 
gehen nun, wenn A^^ = ist, die Gleichimgen 1«), 2a), 16), 



y Google 



Art. U.] — 47 — 

!/ - -|^ ■[-"■'* " "" Hr V'^A," - -i^], 15«) 

^ = — - [— «13«/ — «Ba + 1^ ^Ai^ -~ ^11 ]; 1'^'*) 
ti - -'- ■ [- o„j - o„ + i/aa;^— t]. lö») 

j _ ^ . [- a„l, - a,, + )/F!Ö ~""a,7]- 166) 

Bei Punkt- Coordinaten sieht man nun sogleich, dass die Curve 
eine Parabel sein muss, denn nach 15a) erhält man, je nach- 
dem A^i positiv oder negativ ist, für y zwei reelle Werthe 
von x= ~\- oo oder x ^ — co bis zu dem Werthe, wo der 
Radicand Null wird, also bis 



für welchen Werth man nur 1 y erhält. Ebenso sieht man 
aus 16«), dasB mau für x reelle Werthe erhält von y = + oo 
oder ?/ = — oo bis ^ 

für welchen Werth nur 1 x exiötirt. Da man nun für ,'■ = x 
auch j/ = 00 erhält, und umgekehrt, und die Curve also mit 
einem Äste in das Unendhche geht, kann sie nur einn Parabel 
sein. Bei Linien -Coordinaten erkennt man sogleich daraus, 
dasB für E = CO auch Q ^ co ist, und umgekehrt, und dass 
es nach 156), 16ö) reelle Werthe von j giebt, für welche tj, 
und reelle Werthe von t), für welche j imaginär wird, dass 
man den Fall II. 2 hat, Haben nun ):', j", t)', r)" dieselbe Be- 
deutung wie in 36), 4h), so sieht man, dass bei der Hyperbel 
beide Paare £', j", t)', 1)", oder nur ein Paar unaginär oder reell 
sein kann, dass aber, wenn sie reell sind, j' und j", ^' und l)" 
gleiche Vorzeichen haben müssen, dass bei der Ellipse beide 
Paare, j', j" 5', ^" reell und verschiedenen Zeichens, und dass 
endlich bei der Parabel einer der beiden Werthe j', f", und 
zugleich einer der beiden Werthe \)', ^" Null sein musa. SoU 
also die Curve eine Hyperbel sein, so muss dg^dij > 0, nggOga > 
sein, es müssen also Oh, a^g, O33 gleiches Zeichen haben, und 
daher ebenfalls a,,2(, fi-.M, agoSt gleiches Zeichen haben. 
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Nun ist, da Sias = <> ist, naeli Art. 12, 10b) OuSl und a^,3t 
negativ, also muss auch sein 

Q33SKO. 
Zugleich bemerkt man, dass hier bei der Hyperbel alle Fälle 
von 1.01 bis 3.e eintreten können. Soll die Curve eine Ellipse 
sein, so muss oifenbar as3ftii<0, a^^a,^<0 sein. Da mm 
a^ und Oga wegen der Bedingung ^Iga = diittsjä — '^la^ °^ 0, 
gleiches Zeichen besitzen müssen, so muss a^ das entgegen- 
gesetzte haben, es muss also, da «ntll und aggSt negativ sind, 
sein CkB%>0, 

wobei die Bedingungen 9lj^ < 0, Sl^g < 0, 
wegen Osatty, <0, 03^03,, <0 von selbst erfüllt sind. End- 
lich ist die Curve eine Parabel, wenn 

033 = 
ist. 

Ist 2. <i,j ^ 0, «23 = 0, Qji ^ Ö, a« = 0, 
also, da A^^ = 0, 2(33 = sein soll, auch 

«j2 = 0, Qia = 0, 
so sind 16a) uud 166) nicht mehr anzuwenden, da sie Null 
im Nenner hätten, vielmehr muss man dann wieder auf die 
. ursprünglichen Gleichungen F(x,y) = 0, g (j,l)) = zurück- 
gehen. Setzt man in diesen und in 15«), 15&) a^g = a^^ = 0, 
üiü = Ugj ^ 0, so liat man 

y = ^_ _ a,^ + y — 2 «jj«33 X — A^^ , I Id) 

V) = ^ [- a.5 + 1/^20^0^5 —"^]- 1 'ö) 

Bei Punkt- Co ordinaten überzeugt mau sich sogleich, dass die 
Curve, da sie mit einem Aste in das unendliche verläuft, 
eine Parabel sein muss. Bei Linien- Coordinaten ereieht man 
sogleich aus 17ö), dass es reelle Werthe von j giebt, zu 
welchen kein reelles tj existirt, und aus 18ft), dass zu jedem 
reellen t) ein, aber nui- 1 reelles j; existirt; ferner ersieht 
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man aus 1"?^), ^Sh), Jass für 5 = oo aucli t) ^ 00, und für 
tj ^ 00 auch E = c» wird. Man hat also den Fall II. l.h. 
Nun bleiben die Gleichungen 5) unverändert, an die Stelle 
von 6) tritt aber die aus 186) für t) = folgende 

Es giebt daher nur eine einzige zur Ordinaten-Äxe parallele 
Tangente. Ferner überzeugt man sich leicht, daas, wenn die 
Curve eine Hyperbel sein soll, t)', t)" imaginär oder reell, im 
letzteren Falle aber gleichbezeichu.et sein müssen, dass, wenn 
sie eine Ellipse sein soll, tf, t)" reell und verschieden be- 
zeichnet sein müssen, dass endlich, wenn sie eine Parabel 
sein soll, j', und eine der beiden Grössen tf, t)" oder beide 
Null sein müssen. Die Curve ist daher offenbar eine Hyper- 
bel, wenn a3gaii>0 ist, wenn also a^^ und a^, und also 
auch a^% und a^^9t gleiches Vorzeichen haben. Nun ist 
nach Art. 12, 106) wegen Slgg = 0, flj^St < 0, also muss dann 

Dabei können nur die Fälle 1. ff, l.b, l.c, 2.a, 3.« statt- 
finden. Die Curve ist eine Ellipse, wenn fl33Qii<0 ist, wenn 

ist, womit zugleich die Bedingung 

erfüllt ist, während aus a^g ^ die andere Bedingung 

3t„<0 
folgt. Die Curve ist endlich eine Parabel, wenn 

03^ = 
ist. 

Ist 3. ft,, = 0, «a, ^ 0, a,i = 0, Oas ^ 0, 
also auch «u = 0, 0^2 = 0, 

90 treten an die Stelle von 15a) bia 166) folgende: 

^ _ _ ,3,^. _+_!_?!._.+_<.„ _ 2„„j 

ä: = — «as i V~ ^<hs^^2y — Ai 1i 21(7) 
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[Art. li 
20S) 


- [~ o,j + l/--2o„o„l) -«„]■ 


21S) 



Bei Punkt- Coordinaten Oberzeugt man sich sogleich, daas 
die Gleichung eine Parabel darstellt. Bei Limen-Coordiuaten 
erkennt man daraus, dasa für j = cxj auch ^ = c», und um- 
gekehrt, ist, und daaa es zu jedem reellen J ein, aber nur 1 reelles 
q, aber nicht zu jedem reellen l) ein reelles j giebt, dass man 
den PaU II. 1.« hat. Die Gleichungen 6) bleiben bestehen, 
an die Stelle von 5) aber tritt die aus 206) für £ ^ fol- 

Soll die Ourve eine Hyperbel sein, so müssen g', j" imaginär 
oder reell, im letzteren Falle aber gleich bezeichnet sein, soll 
sie eine Ellipse sein, so müssen sie reell und verschiedenen 
Zeichens sein. Wie früher, so sieht raan auch jetzt, dasa 
man eine Hyperbel hat, wenn 

üjgSl < 

ist. Dabei können die Fälle 1. c, l.d, l.e, 2. c, 3. e stattfinden. 
SoU die Curve eine Ellipse sein, so muss sein 

033 Sl > 0. 
Die Bedingungen 91^ < 0, %^ < 

sind dann zugleich mit erfüllt. SoU die Curve eine Parabel 
sein, so musa sein q 

Ist III. ^33 > 0, %,, > 0, 

so kann keine der Grössen Oj^, a^.^, On, a^^ Null sein, ferner 
müssen stets a^^ und o^^, a,i und a^g gleiches Vorzeichen 
haben. Hier bleiben nun wieder die Gleichungen la) — 4&) 
in Krafi Da jedoch hier A^^ > ist, so überzeugt man sieh 
sogleich, daas x, y, £, t) nur innerhalb des Intervalls bezüglich 
X^^ bis x^, i/i bis j/^, J, bis ^j,, t)t bis y^ reelle Wf rthe h iben 
können. 

Ist nun 
21) «j, J,<0, also auch «22 J.<0, QiiSl<0, also auch 0^^ ^ < 0, 
so sind die Werthe x^, x^, y^, y^, Jj, Es, 9i, 9a reell. Es giebt 
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daher innerhalb dieses beschränkten Intervalls zu jedem reellen 
X zwei reelle y, und umgekehrt, an den Grenzen nur ein y 
oder ein x\ und für jedes reelle j zwei reelle t), und umge- 
kehrt, an den Grenzen nur ein l) oder ein j. Bei Pnnkt- 
Coordinaten ist daher sofort ersichtlich, dass die Ourve eine 
geschlossene, also eine Ellipse sein muss. Bei Linien-Coordi- 
naten erkennt man, da ^ für j = oo, und 5 für Ij = 00 ima- 
ginär wird, und, da zu jedem j zwei t), und umgekehrt, ge- 
hören, den Fall I, Zugleich erkennt man sofort, dasa die 
Curve eine Hyperbel sein muss, wenn entweder beide Paare, 
oder ein Paar der Werthe i, j", ^', t)" in 5) und 6) imagi- 
när, oder reell sind, dass aber im letzteren Falle j' und j", 
t)' und t)" gleich bezeichnet sein müssen; dass ferner die Curve 
eine Ellipse sein muss, wenn beide Paare, j', g", t)', 5" reell, 
und e' und f", t)' und t)" verschieden bezeichnet sind; dass 
die Curve eine Parabel sein muss, wenn wenigstens einer der 
beiden Werthe j', j", und einer der beiden Werthe tj', ^" 
Null ist. Wie man sieht, ist die Curve eine Hyperbel, wenn 
''ssi^ii^O, a3aa33>0, wenn also, da a^^, Q22 gleiches Vor- 
zeichen haben, ttn, C^ar °s3f ^^^ mithin auch ü^j%, ün'^i %^^ 
gleiches Zeichen haben. Sie ist daher, da der Voraussetzung 21) 
nach Oii2t<0, QggSl < ist, eine Hyperbel, wenn 

a^^% < 
ist, Sie ist fen^er eine Ellipse, wenn ctggQ^i < 0, dasflsa^ö 
istj wenn also - 3t < 

ist, womit die Bedingungen 

atu < Ö, %^ < 
zugleich erfüllt sind. Die Ourve ist endlieh eine Parabel, 
wenn q^^ = 

ist Bei der Hyperbel hat man wieder sämmtliche Fälle von 
1. a bis 3. e 

Ist endlich 
S8) a^j^>0, alsoänehß2a^>0, tiii?(> 0, also auehQs,2S[>0, 

so sind die Werthe Xj^,x^,yi,,yi, EuEsj^u^a i^ 3**) — ^^) 
sämmtlich imaginär. Bei Punkt Coordinaten, wie bei Linien- 
Coordinaten überzeugt man sich daher, dass man etwas Ima- 
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ginäres erhalt. Bei letztejen Idsst sich diese Bedingung noch 
anders ausdrücken: Soll nitmlich a^^9l>0, a23SI>0 sein, so 
muss, da St^j > voi ausgesetzt ist, nach Art. 12, 10h) auch 
Stji > 0, 2I22 > sein Dies i^t aher nur dann möglich, wenn 
a^i und a^, Oaa imd Q39 gleiches Zeichen haben, und da nun 
a^i^ > 0, o^ä^ > sein sollten, muss auch a^^^ > sein. 
Umgekehrt müssen, wenn 0^3 S( > 0, Sl^g = flggan — a^^^ > 0, 
3[n = ((23Q33 — tt23^ > ist, auch die , Bedingungen Slg^ = 
«11% — «1/ > 0. Qu 51 > 0, QaaSl > erfüllt sein. Denn soll 
^^n ~ "»i^ > *^> "Balisa — ^la/ > ^^Ü^j ^^ müssen ügg, Qni 
Qjs, Oää gleiches Zeichen besitzen. Ist also Og^^l > 0, so muss 
auch a^SI > 0, Oa^St > sein, Soll dies aber stattfinden, so 
muss nach Art. 12, 10b) auch SI33 und SE^j, sowie St^g und 
Stsa gleiches Zeichen haben. Da nun 3tjj > 0, St^a > 0, muss 
auch W33 > sein. Man kann daher die Bedingung, dass 
die Gleichung in Linien- Co ordinaten ^ (h 5) = etwas Ima- 
ginäres bezeichnet, analog dem üebrigen so ausdrücken; Es 
findet dieses statt, wenn 

üssSt > 0, und zugleich %„ > 0, Sla^ > 
ist. 

Es mögen dieser allgemeinen Classification der Ourven 
2ten Grades noch die Bedingungen beigefügt werden, unter 
welchen die Gleichungen F(x,y) = 0, % (e, 9) = einen 
Kreis darstellen. Bei Punkt-Coordinaten ist sofort ersichtlich, 
dass, ausser den Bedingungen für das Bestehen einer Ellipse, 
noch, je nach der Lage des Axen- Systems, die Summe der 
absoluten Werthe von »1,% in 3a) gleich der Summe oder 
der Differenz der absoluten Werthe von y^jy^ in 4a), oder 
die Summe der absoluten Werthe von y^, y^ gleich der Summe 
oder der Differenz der absoluten Werthe von Xi, x^, oder end- 
lich die Differenz der absoluten Werthe von Xi, x^ gleich der 
Differenz der absoluten Werthe von y^, 1/2 ^^^ muss. Alle 
diese Fälle kommen dahin Uberein, dass die Differenz der in 
3a) aufgestellten algebraischen Werthe von x^, x^ gleich' sein 
muss der Differenz der in Ad) gegebenen algebraischen Werthe 
von ?/^, i/j. Es muss also 

%i == "aä 
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sein. Bei Linien- Coordinaieu sieht man sofort, dass ein Glei- 
ehes wie soeben von x^, x^^ ijj, y^ jetzt von den reciproken 
Werthen der in 5) und 6) aufgestellten Werthe von i,i', 
9', ^" gelten muss. Es muss daher 

a„ - «» 

sein, während natürlich die übrigen für das Bestehen einer 
Ellipse notliwendigen Erfordernisse zugleich mit erfüllt sein 



Ueberbliciit man die bisherige Betrachtung, so erkennt 
man, dass bei Punkt-Coordinaten der Werth von a^^a^^ — a,^^ 
oder von Ä^^ die Natur der Gurre bestimmt, dass aber aus 
demselben über die Lage des Anfangs-Punbtes, sowie darüber, 
ob die Coordinaten-Asen die Curve berühren, nichts geschlossen 
werden kann. Hierüber erhält inan, wie man sich sogleich 
Überzeugt, erst durch die Werthe Aufschluss, welche y für 
a: ^ 0, und x für »/ = annimmt, also durch die in 5) 
und 6) aufgestellten Werthe 



20) 



B + y.:iA'^. -r" — ~ ".. - y- A i 



Es sind also in Bezug auf diese Frage die Werthe von A^y 
A^2 massgebend. Dagegen bestimmt bei Linien- Coordinaten 
die Partial-Detcrminante Sljj nur die Lage des Coordinaten- 
Sjstems, die Natur der Curve aber wird wesentlich durch 
den Werth von OggSt bedingt. 

15. Passt man die Resultate von Art. 13 und 14 zu- 
sammen, und bedenkt, dass bei Linien- Coordinaten die Be- 
dingung Osg ^ f ür das Bestehen einer Parabel auch durch 
Ogj^ ersetzt werden kann, wenn 9t nicht Null ist, so erhält 
man als geometrische Gebilde, welche dargestellt werden von 
der Gleichung 
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A 


<o, 


2 reelle, sich schneidende Gerade. 


^ — 0, 




2 reelle, parallele Gerade. 

2 reelle, zusammenfallende Gerade. 




A 


>o 


2 imaginäre, sich in einem reellen 
Punkte schneidende Gerade. 




-1. 


<o, 


eine Hyperbel. 




A 


— 0, 


eine Parabel. 


^%o. 


Ä, 


>0,«ji^<0,aa3^<ü 


eine Ellipse. (Bei fl,i = «„^ einen 
Kreis.) 




A 


>0,o„^>0,<i„^>0 


etwas Imaginäres. 



IS- S (E, >1) - Hu«' + 2ii„Et) + 2(i„« + o„j' + 2 o„j + o„ - 0; 



,<0 

„ — 0, «„^0, 



2 reelle, verschiedene Punlrte. 
1^0 2 reelle Punkte auf einer durch 
' gehenden Geraden. 
3lg3 = 0, St^^ ^ 0, 3tjg ^0:2 reelle, zusammenfallende Punkte, 
iilsa > 2 imaginäre, auf einer reellen Oe- 

aden liegende Punkte. 



(§0, 



0„ä<0 

OssSl = 0, also Oga = 0, 

a„si>o,a„<o,a„<o 
o„a>o,s(„>o,as,>o 



eine Hyperbel. 

eine Parabel. 

eine Ellipse. (Bei %, 

Kreis), 
etwas Imaginäres. 



Ferner sieht man, Bezug nehmend auf die in Art. 14 aufge- 
stellten inöglichen Lagen des Axen- Systems zur Curve, und 
bei F(s, j/) — auf Art. 14, 20), 21): Es findet statt je 
nachdem die Gleichung ist: 
DieI..go FQi,,j) — I g(E, I)) — 



Sj, > 0, o„a < 0, o„a < 0. 
8„ — 0, 0,, — 0, oj, J; 0. 
8t,, — 0, o„ ^ 0, o„ = 0. 

a.. = 0. «u ^ 0, "si ^ 0- 
st..<o, «>.-o, %-0. 



I. 


A„ < 0, j:,j < 


II. \.a 


01,^0, «aa=0, %3 = 


IL 1. 6 


»1.-0, «,,^0, «,,-0 


IL 2. 


«..^0, «,,^0, »,,-0 


in. 1. 


Ä„-o,A.-o 
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Die Lage 




F {x, 1)) — 


g(E,l!)-0 




111.2.0 


A 


= 0, A^ < 


a..<o, o„-o, a„a<o. 




ni.2.i 


-^1 


<0, A„ — 


*!. <0, 0,1 — 0, o„«<0. 




in. 3.a 


A 


— 0, Aa > 


aj,<o; 0,1 = 0, o„a>o. 




m.s.i 


A 


> 0, A, = 


a„<o, 0,, — 0, o„a>o. 




ni.4. 


A 


< 0, A„ < 


^33 < 0, OiiOiä > 0, Oj^a < 0, a 


s,a<o. 


in. 5.0 


A 


< 0, A, > 


*a < 0, 0„0„ <o, o„a < 0, 


,«>o. 


ni. 6.S 


A 


>0, A„<0 


%^ < 0, OuOga <0, Oiia > 0, 


,a<o. 


in. 6. 


A 


> 0, J„ > 


a33<o, aiiOg2>o, oi,a>o, 


,«>o. 



16. Soll die Gleichuug eines Kegelschnitts ir Punkt- 
Ooorcliii.ateii 

a^^f + 2(t,a3;)/ + 2«igy + a^^x^ + 20^3^: + %» = ^ 
auf ein anderes Coordiiiatcn-System transformirt werden, des- 
sen Ä.xen denen des ursprünglichen parallel laufen, und dessen 
Anfangspunkt 0' bezogen auf das arsprünglicbe die Abseisse 
m, die Ordinate n hat, so hat die neue Gleichm^ jedenfalls 
die li'orm 

<^\W^ + 2.a'iga;>' + 2a\gy' + a^.,x'^ + 2«';^«' + w'33 = 0. 
Nun ist X = m -{- x', y = n -\- y. Substituirt man diese 
Werthe in die ursprüngliche Gleichung, so erhält man die 
gesuchte neue, und zwar erhält man als neue Coefflcienten: 

a'23 == %än + «saJw + «33, o'bb = «11«^ H" 2oiäi»n + 2^3« ! Ict) 

+ (h^m^ + 20!a3M + (%. j 

Man sieht daher, dass die neuen Coefficienten a'-n, a\^, a'^ 
dieselben sind, wie die ursprünglichen, oder, dass sich die 
ursprünglichen öj^, «jg, a^^ durch die Transformation nicht 
ändern. Es bleibt daher auch der die Gestalt der Curve be- 
stimmende Ausdruck, «iißäa — "1/ ungeändert, wie es sein 
muss, da die Natur der Curve nicht von der willkürlichen 
Wahl des Co ordinaten Systems abhängen kann. Bezeichnet 
man die neue Discriminante und ihre Unter -Determinanten 
ebenso wie in der ursprünglichen, Art. 12, la)— -8a), und 
unterscheidet sie nur durch beigesetzte Striche, so überzeugt 
man sich leicht, dass man die Beziehiuigen erhält: 
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A\^ = ^is - 2 A^^m + Äam', A\.^ = As- Asi'h ^ 

Ä\, = A,^. > 

Wendet man zur Ermittelung der neuen Diacriminante Ä' 
eine der Regeln Art. 12, 4a) — 6d), z. B. 4«) an, nacli welcher 

Ä' = ^'iiß'n + ^'i2«'ia + ^'i3«'ia 
ist, so ergiebt sich aus 1«) und 2a) 

oder, da A^^a^^^ + A^^a^^ -\- A^^a^^ = ist, 

A = Jii'^i + ■^la'^ia + ^ii<^ni 
also A' = A. Sa) 

Es bleibt daher auch die Discriminante unverändert. Endlich 
findet sich aus 1«) und 3«) sogleich 

a\iA' = a,-jA, a\^Ä = a^^A. Ad) 

Es bleiben daher alle die Natur der Curve bestimmenden 
Stücke unverändert. 

Soll die Gleichung eines Kegelschnitts in Linien- Ooordina- 
•*" a,^f + 2a,,EQ + 20,3^ + a^^f + 2n^E + a^a = 
auf ein anderes Coordinaten-System transfortnirt werden, des- 
sen Äxen wieder den ursprünglichen parallel laufen, so hat 
man folgende Ueberlegung: Die neue Äbacissen-Äse schLieide 
die ursprüngliche Ordinaten - Axe in N, die neue Ordinaten- 
Axe schneide die ursprüngliche Abseissen-Axe in M, und es sei 

--—jy-^m, "TTjü" ^ !!■ Eine Gerade schneide die ursprüng- 
liche Abscissen- und Ordinaten- Axe bezüglich in 'SR, 9t, die 
neue Abscisaen- und Ordinaten- Axe bezüglich in W, St', so 
hat man die Proportionen 

OÜK - OM: am = ON + 0'9J' : 0'9i', 
OSt ~ ON: O'SR' = OM + O'W : ffW, 

oder, wenn mau die neuen Coordinaten „„.,. = j', -y ^7- ^ I)' 
setat 1 11 1 11 



y Google 



Art. 16. 17.] — 57 — 

Aus diesen Gleichui^eii folgt: 

Setzt man diese Werthe in die uraprüiigliclie Gleichung ein, 
so erhält man eine neue von der Form 

a'nii'' + 2a'i,Et)' + 2a\,^' + 0',,^'^ + 2a',3j;' + a'=3 = 0, 
und zwaj ergiebt sieh 

a'j3 = (ai3n + 033)111^, a'2ä = (aägTn^ + 2aäam + 033)11^, i ih) 

Bezeichnet man auch hier die neue Discriminante und ihre 
Unter-Determinanten wie früher, nur durch Beisetzung eines 
Striches, so erhält man nach Art. 12, 16)— 8&): 

Es bleiben daher die, die Gestalt der Curve mit bestimmen- 
den, Vorzeichen von 9tn, Sl^g unveriinderi. Ferner hat mau 
nach Ife), 2b), und Art. 12, 4b): 

W = [(St,ia„ + StiaOia + Slisa,B)m^n^ + (%^^a.^, + Stj.ag, + 2Iisa33)m^n] m*n^ 
oder, da der Coefficient von nt^n^ gleich %, der von m^tl Null 
ist, %' =%■ m^n". 36) 

Es hat also auch die neue Discriminante dasselbe Vorzeichen 
wie die ursprüngliche. Endlich folgt aus Ib), 3&); 

a'339t' = OggSt ■ mV- 
Es hat daher der Ausdruck a'jgSl' dasselbe Vorzeichen wie 
ag^% wie es sein muss, da dieses die Gestalt der Curve wesent- 
lich bestimmte 

17. Soll die Gleichung einer Linie 2ter Ordnung 

F {x, y) = a^jy^ -f- 2ö|a3:»/ + 2%^ 4" ^^2^^ + 2<^3^' + % = 1«) 
in eine Gleichung für Linien- Co ordinaten tranaformirt werden, 
so sucht man die Durchsehnittspunkte einer Geraden 

l)!/ + S« — 1 = 
mit dor Curve. Man erhält, je nachdem man aus letzterer 
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Gleichling y durch x, oder x durch y ausdrückt, und die sich 
ergebenden WerÜie 

»-i^, t) »:--",'--, tt) 

in F (x, j/) = einsetzt, ala Coordinaten des Durchschnitts- 
punktee, wenn man kurz setzt: 

,. __ Olli— ai;^ + ai,i9 — «aat) ' ± V^ . \ 

2a) 



a,,q 






Es giebt demnach zwei Werthe für x und zwei Werthe' für 
«/. Soll nun die Gerade die Linie 2ter Ordnung berühren, 
so kann sie nur einen einzigen Punkt mit derselben gemein 
haben, es müssen daher die Ausdrücke unter dem Wurzel- 
zeichen Null sein. Setzt man daher den im Werthe von x und 
den im Werthe für y erscheinenden Wurzelausdruck gleich 
Null, so erhält man nach gehöriger Vereinfachung, und indem 
man den sich herausstellenden Factor, bezüglich \f und i^^, 
hinwegdividirt, in beiden Fällen die Gleichung 

oder, wie man aus Art. 12, 7«), 8a) sogleich sieht, 
Ai9' + 2^J3SQ - 2^i3t} -f- Ä^^t — 2^3? + J^3 = 0. 
Soll die Gleichung einer Linie 2ter Klasse 

in eine Gleichung für Punkt-Coordinaten tranaformirt werden, 
so sucht man, wenn 

yg-f a:j;~l = 
die Gleichung eines Punktes, d. h. also eigentlich eines Strahl- 
büschels ist, die Coordinaten J, l) desjenigen Strahles, welcher 
die Curve berührt. Diese müssen auch die Gleichung ^ (s, 9) =^ t* 
erfüllen. Man erhält, indem man aus y"^ -\- x% — 1 = 
^ durch E, oder j durch t) ausdrückt, und die sich ergebenden 
Werthe ^ _ l-a^ 



|3«) 

4«) 
16) 



, t) E = 



, ft) 
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in % (^, 1)) = einsetzt, als Ooordiimten der Beruliraugsge- 
radeii für 

^ Oll ,T;-a,3 y + 0,333 ii—ag3y'±T/i ö7."j 

Es giebt demnach zwei Werthe für J und t). Soll nun der 
durch die Gleichung ^tj+Äj — 1^=0 bezeichnete. Punkt auf 
der Curve selbst liegen, so kann sich von ihm aus nur eine 
einzige Tangente an dieselbe ziehen lassen; es müssen daher 
die Ausdrücke unter dem Wurzelzeichen Null sein. Setzt 
man dieselben gleich Null, und hebt bezüglich mit y^,x^, so 
erhält man 

+ (fssflii — «a/K— 2 («aiQai— aa3tlii>+ (dnOas — Oi/) = ^'l 
oder, nach Art. 12, 76), 8&) 

Slii/ + 2SI„a^^—2Sli3y + Staa^'-29t,3iC+ §1,8 = 0- ^^) 
Es ist daher 3a) oder 4«) in Linien-Ooordinaten die Gleichung 
derjenigen Ourve, welche in Punkt- Coordinaten durch Id) 
ausgedrückt wird, und 36) oder 46) ist in Punkt-Coordinaten 
die Gleichui^ derjenigen Curve, welche in Linien- Coordinaten 
durch 16) ausgedrückt wird. Nun bezeichnet aber 3a) oder 
ia) eine Linie 2ter Klasse, 36) oder 46) eine Linie 2ter Ord- 
nung. Man sieht daher: Eine Linie 2ter Ordnung ist zugleich 
eine Linie 2ter Klasse, mad eine Linie 2ter Klasse ist zugleich 
eine Linie 2ter Ordnung (vergl. Art. 10). Wie man sieht, 
werden die Coefflcienten der transformirten Gleichungen 4a), 
46) von den Parti al-Determinanten der Discriminante der Glei- 
chungen la), 16) gebildet. 

Transformirt man die Gleichung 4a) in Linien- Coordi- 
naten nach der ßegel 36) auf Punkt-Coordinaten, mid die 
Gleichung 46) in Punkt-Coordinaten nach 4ä) auf Linien- 
Coordinaten zurück, ao erhält man bezüglich 

(^3J3j-^3^);/^+2(^13A3-^ia^33)3^+2(^32^,a~^3lA2)y 
+ (.^33^1,— .43,V+2(AiAi~^SS^n)3;+(^U^23~A2')=0, 
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oder nach Art. 12, 10«), 10h) 

diiÄy^ -\- 2a^^Äxy + 2a^gÄi/ -\- a^^Äx^ -j- 2a^^Ax -j- a^A = 0, 
aii3l9= + 2a,3Stj5 + 2a,,9lti + Oä^STj^ + 2a,3?tE + flsäSt = 0, 
oder -4[%j/^ + 2ai3xy + 2%^^ + o^iX^- + 2%a; -j- %] = 0, 
St[a„9^ + ii%S9 + 2a,gg + Q^^f + 2%e + 03^] = 0. 
Offenbar müaste man durch dieses Rückwärts-Tranaforrairen 
die ursprOi^liclieii Gleichungen la), Ib) wieder erhalten. 
Wie man sieht, erhält man aber die linke Seite dieser Glei- 
chui^en zwar wieder, aber noch multiplicirt mit der Diacri- 
minaiite der ursprünglichen Gleichung. Ist diese nun von 
Null verschieden, so rauss der Auadruck in Parenthese Null 
sein, und man hat in der That die Gleichungen la), 16) 
wieder; iat aber die Discriminante aelbst Null, so erhält man 
das nichts sagende Resultat 0^0. Man sieht daher: 

Eine Gleichung la) in Punkt-Coordinaten, und eine Glei- 
chung in Linien-Coordinaten Ih), läsat sich in eine solche 
Gleichung für bezüglich Linien- und Punkt-Coordinaten trans- 
formiren, dass beim Rückwärts -Transformiren die ursprüng- 
liche Gleichung wieder erscheint; jedoch nur dann, wenn die 
Diseriminante der ursprünglichen Gleichung von Null ver- 
schieden ist. 

Sind aber die Diseriminanten von 1«), 16) von Null ver- 
schieden, stellen also diese Gleichungen in der That Kegel- 
schnitte, und nicht Gerade und Punkte dar, so müssen die 
ffir Punkt-Coordinaten in Art. 15 gegebenen Bedingungen, 
dass lo) den einen oder anderen Kegelschnitt bezeichnet, mit 
den für Linien-Coordinaten in Art. 15 aufgeatellten Be- 
dingungen, wenn man dieselben auf 4a) anwendet, überein- 
stimmen; und ebenao müssen die für Linien-Coordinaten gel- 
tenden Bedingungen, dass 16) den einen oder anderen Kegel- 
schnitt darstellt, mit den für Punkt-Coordinaten geltenden, 
wenn man sie auf 4&) anwendet, übereinstimmen. Dies ist 
nun in der That der Fall. Heiast nämlich die Diseriminante 
von 4a) St', die von 46) Ä', so ist nach Art. 12, 66), indem 
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, — A,, 



128 = 



= A, setzt, 



«■ - - (-^A„Ä„+A„Ä„)Ä„-(-~A„Ä„+A„Ä^^)A„+{ÄiiA„-A^')A, 
= (4„^s, — ^„4„)A. + {^3iAi-^j!^ii)^.. + (Ai4i!— ^,!')A. 
oder nach Art. 12, lOß) 

St' = <^ai^ ■ As + «33^ ■ ^3 + «33^ ■ A3 

= A^A^^tti^ + ^3*^3 + A^^a^^), 
oder also S' = A; ö«) 

ebenso erhält man Ä' = W. 56) 

Beaeichnet man ferner die Partial-Det«rrainanten in 4a), 46) 
mit 2l'i„ St'ag etc., Aj„ A^^ et«., so hat man oiFenhar 

r„ — Jl„ A3— A3'> 8'.3 — AsAi-Ai', *'„-=AiAr,--A„',\ 

V,, — A„A„—A,,A,„ r„=-(Ai^.i-A3Ai), 

r„ (AsAj— AiA>)i ) 

A„— a„a,3-«33', A„— a„a„-8i„', a„-«„«„-«„', i 
A„— H„a,3-«t„a,„ A„ — («„«„-»„«„), 

A„=.-{a,,a„-a„sn,); ) 

oder, nach Art. 12, 10«), 104): 

«■„ — o,, A «'.. — «3! A ä'„ — «„A 1 

ä'„ — «„A a', — — ii„A t'ji — — »31^1 1 
A„ — a„«, A„ — o„a, A„ — o„a, 1 

A„ — a„a, A„ _ — o„a, Ä„ — - OsiH. 1 

Bezeiclinet man endlich in den Gleichungen 4a), 46) 

Al^"^!!' Aa^fl'iaf — A3 = f'l3, ^33 = ll'sä, — A3=tt'23, A3=<l'33' 

«„-«■„, «„-»',„ -a„-o'„, a,,-«-,,, ~a„-<i',„ a,,-«',,, 

so sieht man Folgendes: Na«h Art. 15, La. bezeichnet la) 
eine Hyperbel, Parabel, Ellipse, etwa« Imaginäres, je nach- 
dem A3 ^ ^- ^'^^^ aber A3 % sein, so muss auch 
A3 ■ A 5= sein, oder nach 5a), 8a), es muss sein tisa^' s ^' 
Ferner unterscheiden sich Ellipse und Fall des Imaginären 
dadurch, dass a^^A "^A^O ist; nach 7a) aber heisat dies 
a'„^0, «„^0. Die Bedingungen a',,* ^ 0, a'„ ^ 0, 
a'22 ^ aber sind nach Art. 15, I. 6 die Kriterien für die 



60) 
66) 

7«) 
76) 

80) 
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Gestalt des Kegelschnittes bei Linien- Coordinaten. Uragekeiirt 
drückt die Gleichung 4ffl) den einen oder anderen Kegelschnitt 
aas, nach Art, 15, 1.6, je nachdem a\gW <j 0, oder, nach 
5«), je nachdem o,\^A^ i^O, oder also, je nachdem a'aa "<; ö 
ist. Nach 8«) aber ist a'33 = A^^; also lautet diese Be- 
dingung auch: A^^ ^ 0. Femer kommt nach I. b. noch in 
Betracht, ob W^ ^ 0, ST^g ^ ist, d. h. nach 7t»), ob a,^A§^0, 
a^^A^O ist. Die Bedingungen ^33 ^ 0, a^^A^O, »22,4^0 
aber amd die Kiiterien lui die Gestalt des Kegelschnittes la). 
Es befinden sich Jahei 1«) und 4a) m völKger Uebereinstim- 
mung Ebenso lauten nach Art. 15, I. b die Bedingungen 
fui die Existenz des einen oder anderen Kegelschnittes bei 
der Gleichung Ib) a^^^'H^ 0, St., ^ 0, Sl^g^O; oder, nach 76), 
86), ^'33^0, oi',i^ 0, (ü'äa^O. Die letzteren beiden Be- 
dingungen sind aber auch erfüllt, wenn a\iW ^ 0, a\^'ä^ ^ 
ist, d. h. nach 56), wenn a\^A' ^0, a^^A'^O. Es sind 
also die Bedingungen a^gSl ^ 0, %^ ^ 0, %, ^ in 16) iden- 
tisch mit den Bedingungen ^'gg ^ 0, a\^A' $ 0, d^^Ä % (J 
in 46), welche mit den in Art. 15, T. a aufgesteUten überein- 
kommen. Endlich Hegt umgekehrt das Kriterium für die Ge- 
stalt des durch 4b) dargestellten KegelschÄttes darin, dass 
^'33^0, a\iA'^0, a\^Ä^O ist. Nach 76) ist aber 
^'sa = ^33% ^Iso lautet die Bedingung ^'33 ^-0 auch OggSt = 0. 
Femer lauten nach 76) die beiden letzten Ungleichungen: 
%iA' ^ 0, %s^' ^ 0, oder, nach 56). 9f.,3t' ^ 0, Sl^aSt* ^ 0, 
welche sich auf ?t^j ^ 0, ^^ ^ reduciren. Es stimmen 
also die Bedingungen für 46) und 16) auch Überein. Man 
sieht also: Die Gleichungen 1«) und 4a), sowie 16) und 46) 
bezeichnen stets einen und denselben Kegelschnitt. 

18. Es seien x, y die Coordinaten eines Pimktes P und 
durch ihn sei eine Gerade r durch den Kegelschnitt F(x, j/} = 
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gezogen, welche denselben in den Punkten Sj, 8^ mit den 
Coordinaten a\, ?/i, 3^2,1/3 schneide; gesucht sollen die Coordi- 
naten x, y des Punktes Q sein, welcher dem Punkte P har- 
monisch zugeordnet ist, so dasa sich also Terhält PS-^iQSy 
= PS^ : QS2. Nach Art-. 9, la) muss sich nun verhalten 
x^—x'-.x—x^ == x^—x':Xii—x; y^—y : y—y^ = y^—i/ : y^—y; 
woraus folgt 

Sind nun j, ^ die Linien - Coordinaten der durch P,i9^, ftÄ^ 
gehenden Greraden, so rauss nach Art. 17, 2a), wenn man die 
Radicanden in dieser Gleichung kurz mit w^, w.^ bezeichnet, sein 

1 <7.,E'— 2o,äEm-<ijä5' ' 

also vermöge der Werthe von w^, w^ 



«1-1-^ = 2 



«,,£' — 2«,2J9 + »ää^" 



Setzt man diese Werthe in die obigen AasdrOcke für x und 
y ein, so erhält man 

tl^>ll+3?^!l -(tili — "isB + ''.3i^-'>i3q')a^' 



KiS — «läS + OisJ? — «aa?'') — KiK* — 2a,sSg + a3sq'),T:' ' 
., _ («a, + 2 «aaS + «33 1') — (ti,; ^ — a ,a i + <^a Kg - "TaE");/' 

Entwickelt man aus jeder dieser beiden Gleichungen 
%j5^ — 2tSjgjt) + «23 1)^, und setzt beide so entstehenden Werthe 
einander gleich, so erhält man die Gleichung: 
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Da nun sowohl P als Q auf der durch die Linien- Coordina- 
t«n E, t) bestimmten Geraden li^en, müssen die Gleichungen 
gelten: t)«/' + fa:' — 1 = und 9;/ + ja: — 1 = 0, oder 
1)«/' -|- ja;' = 1, ^J/ + S^ ^ 1) ^"^^ welchen beiden folgt 

* yx — xy ' yx'—xy 

Werden diese Werthe in die letzte Gleichung eingesetzt, so 
nimmt sie nach gehöriger Umformung die Gestalt an: 
(j/a:'— a^)(arj/— a:y)[(ajti/' + %3:' + «,s>+(ai2«/' + as2^'+«23> 
oder also 

= 0. la) 

Dies ist aber die Gleichung einer Geraden nach Art. 3. Es 
liegen also, wenn man durch P oder x, y beliebig viele Ge- 
rade zieht, und auf jeder den dem P zugeordneten harmoni- 
schen Punkt Q sucht, alle diese Punkte auf einer und der- 
selben Geraden j>. Diese Gerade p heisst die Polare des 
Punktes P, und ihre Gleichung ist die in \d) aufgestellte. 
Liegt P ausserhalb der Curve, so liegen die Berührungspunkte 
der von P an den Kegelschnitt gelegten Tangenten auf p. 
Ist nämlich B einer dieser Berührungspunkte, sind x", y" 
seine Puukt-Coordinateu, und sind j', g' die Linien- Coord in a- 
ten der Tangente, auf welcher er sich befindet, so muss nach 
Art. 11; 2d) für x", y" der ßadicand in der dortigen Gleichung 
versehwinden, es raosa also sein 

und da der Eadicand sich annulliren muss, nach Art. 17, 4«) 

Setzt man nun die Werthe aus 2a) in der linken Seite der 
Gleichung 1») für x, y ein, so erhält man : 
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Da nun abör die Tangente auch durch P gehen soll, rnuss 
t^'y + S'a^' — 1=0, also 

tfy + E'a:' = 1 
sein. Es lautet daher die letzte Ofleichung: 
(fflii*''+«i#'+«i3>"+(«si«''+ßsa'^'+ä«8y+(«3i«''+'%2«'+fl3s) 

oder, nach 3a) 

(«iy+ai3^'+»13>''+(«21*''+«32^'+«iisK+(«aiJ'' + '*«2^'+<*33) 

= 0. 
Es erfüllen also x', y" die Gleicliimg 1«) der Polaren p\ 
folglich liegt der Berührungspunkt S auf der Polaren p des 
Punktes P. 

Der Gleichung Iß) der Polaren lässt sich offenbar auch 
die Gestalt geben 
(«11 y 4- 0^2 a^ ~f- «is) 2/+ («äji/ + öJaaa: -I; ßgg) a:' + («3^;/ + («33 a: + ((33") 

= 0. 
Man sieht daher sofort, dass die (Joordinaten y, x des Punktes 
P die Gleichung der Polaren eines beliebigen Punktes x, y 
der Polaren p erfüllen. Mau erhält so den Satz: Ist p die 
Polare eines Punktes P, so geht die Polare eines jeden Punktes 
von p durch P. 

Zieht man ferner durch P ausser der Geraden r, welche 
den Kegelschnitt in den Punkten Sj, S^ schneidet, eine zweite 
Gerade r, welche denselben in S\, S\ trifft, verbindet man 
femer S^ und S\ durch eine Gerade m, welche die p in. P' 
trifft, und sucht die Polare von P', so niuss dieselbe nach 
dem eben Bewiesenen auch durch F gehen. Zieht man nun 
die Gerade P'S'^ oder n, so muss dieselbe auch durch 5^ 
gehen. Denn, verbindet man noch P' mit P durch eine 
G«rade l, so bilden, wenn der Durch schnittspunkt der von 
P nach jS'j und S\ gezogenen Linie mit p durch Q' bezeichnet 
wird, die Punkte P, S\, <^, S\ eine harmonische Punktreihe; 
folglich ist auch nach Art. 9 der Strahlbüschel T\lmpn 
liarmonisch. Er muss daher, ebenfalls nach Art. 9, auch auf 
der Geraden r, 'welche die p in ^ trifft, eine harmonische 
Punktreihe erzeugen. Der dem Punkt S^ zugeordnete har- 
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momsche ist aber S^; es muss daher der Strahl n oder PS'.^ 
durch S^ gehen. Man hat sonach den Satz: Zieht man durch 
einen Punkt P zwei Gerade r, r , welche durch ihre Durch- 
Echnittspunkte 8^, 8^, 8\, 8\ ein dem Kegelschnitt eingesciirie- 
nes Viereck bilden, so liegen die Durchschnittspunkte der 
Gegenseiten S^S^, 8^8\, und ebenso von 8^8\, Sß^ ^"^ ^^'^ 
Polaren p des Punktes P. 

Es sei femer ein Kegelschnitt (5 (Ei 9) =^ ^j ^^*^ ^'^® 
durch die Linien - Coordinaten j', \^ bestimmte Gerade j) ge- 
geben, von einem Punkte H der f zwei Tangenten s^ oder 
Ei, 9, und Sä oder Xa, 9* ^^ ^^'^ Kegelschnitt gelegt, und die 
Coordinaten %, ^ eines vierten, durch denselben Punkt gehen- 
den Strahles g gesucht, welcher in dem so entstehenden 
Strahlbüschel dem Strahle j^ harmonisch zugeordnet ist. Nach 
Art. 9 muss sich nun verhalten 

woraus folgt 

r s &E. - fe + b) i ,, _ iiikr:ii^i±5ä)il 

Sind nun %, y die Punkt-Coordinaten des Scheiteis des von 
p, s^, q, Sj gebildeten Strahlhüschels, so müssen nach Art, 17, 2&), 
wenn mau die dortigen Radicanden mit lOi, iTg bezeichnet, 
die Gleicffiingen gelten; 





ftä 


»1 


,x'—2a,^xy + a,,y' ' 




')i = - 


:,,i/-. 


ii,a; + ai,3a;y-a.,3:ä-V'rö7 






,y'-2a,,xy + a„x^ 




?» = - 


U^V-i 


i,^x + a.„xy-a„x^ + V»?, 






'2=!/'— 2Q,ja;^4-o„a!' ' 


Es ist also 


E. + E. 


= 2. 


a,,x-a,,y + a,,xy-a,,y' 
o„x'-2a,^xy + a,^y^ 




i), + 1)2 


, = 2- 






«„+2a„ 


V + a, 


>!/' .. %,+2a,,a! + Q,,^= 




,a;^— 2n,5 


XV + > 


«3,j/= ' ''^'^ a.^y'-'ia.^xy + a^x^ 


Werden diese Werthe ii 


1 die obigen Ausdrücke für j, 5 ein- 
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gesetzt, wird ferner aus jeder der beiden so entstehenden 
Gleichungen der Werth von a^-yX^ — 2ay^s;y + '^^2''/ entwickelt, 
werden diese beiden Werthe einander gleich gesetzt, und in 
der so entstehenden Gleichung dieFactoren tjE — jt)', jQ — g'^' 
abgesondert, so erhält man die Gleichung 

. =0. 16) 

Dies ist aber nach Art. 3 die Gleichung eines Punktes. Es 
gehen also, wenn man von irgend einem Punkte der GeraiSen 
P oder %', ^' Tangenten zieht, und in jedem so entstehenden 
Strahlbüschel den der Geraden p zugeordneten harmonischen 
Strahl q sucht, alle diese Strahlen durch einen und denselben 
Punkt P. Dieser Punkt heisst der Po 1 der Geraden p, und seine 
Gleichung ist die in 16) aufgestellte. Schneidet ^ die Curve, so 
gehen die in den Durch schnittsp unkten von p mit dem Kegel 
schnitt an diesen gelegten Tangenten durch P. Ist nämlich t 
eine dieser Tangenten, sind j", t)" ibre Linien- Coordinaten, und 
x, y die Punkt-Coordinaten ihres Berührungspunktes, so muss 
nach Art. 17, 2h) für j", t]" der Eadicand in der dortigen 
Gleichung sich annuUiren, es muss also sein 

' a^^x^-'ia^^xy' -\-a^,y^ ' ^ a^, 7'— 2a,s«y+a„a; ^ ' -' 

und da der Radicand sich annuUirt, muss sein nach Art. 17, 46) 
%iy''+2%,^xy -^2%^J '\-%^x'^—2%^x' -^^^^ = 0. 36) 
Setzt man die Werthe aus 26) in der linken Seite der Glei- 
chung 16) für j, l) ein, so erhält man 

Ö^T^ä — aOia^y -|- 022!/'^ 

Da nun aber der Berührungspunkt auch auf p liegen soll, 
muss y x{ -\- x' "^ — 1 = 0, also 

j/'9' + a^'s' = 1 
sein. Es lautet daher die letzte Gleichung: 

a„a;'=— 2a„3:y-J-aj,i/'^ "~~ ' 
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oder nacli iiJ>) 
(Qji5'+ aisE'+ a,,)t)"-\- {(hA'+ a^2l'+ a^3}f+ (a3i9'+ (i32E'+ 133) 

= 0. 
Es erfüflen also e", t)" die Gleiehttug des Poles P, folglich 
geht die Berühruiigsiinie t durch den Pol P der Geraden p; 
und ebenso die Tangente im a weiten Durchschnittspunkte 
von j) mit dem Kegelschnitt. 

Die Gleichung Ih) des Poles läast sich nun auch in 
folgender Form schreiben: 

Man sieht daher aogleich, dass die Ooordinaten t)','j;' der 
Geraden p die Gleichung des Pols eines beliebigen Strahles 
J, 5 des Poles P erfüllen, und erhält so den Satz: Ist P der 
Pol einer Geraden p, so liegt der Pol eines jeden durch P 
gehenden Strahles auf p. 

Zieht maji ausser demjenigen Punkte i? der p, von 
welchem die Tangenten s^, Sg ausgehen, noch von einem zwei- 
ten Punkte R' der p die Tangenten s\, s'^, und verbindet den 
Durchschnittapunkt M der Strahlen s^, s\ mit P durch die 
Gerade p', so muss nach dem eben Bewieseneu der Pol von 
p' auf p liegen. Heisst nun der Durchschnittspunkt von s'^ 
uudy N, so muss derselbe auch auf Sg liegen, Denn, schnei- 
det die Gerade p' die p in L, und nennt man die von P nach 
M' gezogene Gerade q, so bilden p, s\, q, s\ einen harmoni- 
schen Strahlbüschel, folglich bilden nach Art, 9 die auf p' 
hegenden Punkte L, M, P, N eine harmonische Pimktreihe, 
und daher müssen, ebenfalls nach Ai^;. 9, in dem Strahl- 
bUsehel M die durch L, M, P, N gehenden Sirahlen harmo- 
nisch sein. Der dem Strahle s^ zugeordnete harmonische ist 
aber %, also muss auch Sj durch N gehen, oder p' muss 
durch den Durchschnittspunkt N von s^ und s'^ gehen. Man 
hat daher den Satz: Legt man von zwei Punkten iJ, iJ' einer 
Geraden p an einen Kegelschnitt die Tangenten bezüglich 
SifS^, s\,s\, welche ein dem Kegelschnitt umgeschriebenes 
Tierseit bilden, so gehen die Verbindungslinien der Gegen- 
ecken desselben, also die Verbindungslinie der Durchs chnitts- 
punkte von Si,s\; s^,s\, und ebenso die Verbindungslinie der 
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Durchschnitts punkte von Si,./^; s\,S2, durch den Pol P der 
Geraden jp. 

19. Ist eine Gerade p mit der öleichung 

gegehen, und es sollen die Coordinaten x, y ihres Poles P 
für einen Kegelschnitt F (x, j/) = gesucht werden, so muss 
nach Art. 18, lä) die Polare von P die Gleichur^ haben: 

(»11«/'+ «12»^'+ %>+ {%iJ/'+ 022*'+ «38>+ («3i/+ «33 3^'+ Sa) 
= 0, 



.i^'+«i .^'+«, 



Majj erhält also zur Bestimmung von / und x die Gleichimgen: 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber 

■ "Sl «üi) — {-h^-h^ ~ "38 ')^ ~ ("l: 



y = 






oder nach Art. 12, 7a), 8a) 
oder endlich 



la) 



Ist ferner ein Punkt P mit der Gleichung 

3/1) + 3^— 1 =0 
gegeben, und sollen die Coordinaten j', l)' seiner Polaren jj 
für einen Kegelschnitt % {j, 5) = bestimmt werden, so muss 
nach Art. 18, 16) die Gleichung des Pols von p die Form 
haben 
{aii9'+ai2E'+ai3)9+(a2i9'+Q2sS'+a23>E+(a3il/+a32E'+aM)=0, 

0,1 q +«32 S 4-033 ' %,l) +03SS +I33 '^ 

Man erhält also zur Bestimmung von l)', i die Gleichungen; 
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"a.?^ 03=5 +0.3 ■^^ a„it' + Q,,E- + fl,, 

aus welchen ebenso wie in Id) folgt: 

20. In einer Ebene liegen zwei Gerade s, s', und auf 
jeder drei Punkte, bezägÜcli F,,P.„P,, F^,P^,F^. Auf s 
werden beliebig viele andere Punkte P^ als vierte Punkte 
angenommen, und zu jedem auf s ein solcher Punkt F\ ge- 
sucht, dass die Punktreihen s,F^F^FiP^ und s^FiP^P^P'^ 
conform (collinear) sind. Werden die Projectionsstrahlen PiP\, 
PjP'g, P-iP\, P^P'i ^^^"^ Pi> Ps! Pi! Pi gezogen, so hüllen letztere, 
pj, eine Carve ein. Die Natur dieser Cufve wird gesucht. 
Der Aufgabe zufolge soll sein 

Ji3f AÄ, — -P' i -P'e. P 'i P', 

Heissen nun die Coordiuaten von P^ Xt, j/4, die von Pj a^i, j/i, 
so muss nach Ari 9, la) sein: 

y^i—ya ' Vi— Vi y\-y\ ' y\~y\ ' ' 

Sind nun £*, ^* die Coordiuaten von pt, und j, 1^, $', q' die 
Linien- Coordiuaten bezüglich von s, s', so sind nach Art. 7, 1«) 
die CoordJnaten des Durch schnittsp unkte s von s mit pt 



Der Durchschnittspunkt von^/^ mit s ist aber P*; es sind 
dies die Coordinaten Xk, i/i von P^. Man hat daher die G 
chungen: ^ Rr'Jl— 



|/* = 



-^i „• „ i—U 



Von diesen Wertheu sind also entweder die von x^, x'k in die 
erstere, oder die von yt, y'k in die letztere der Proportionen f) 
einzusetzen; beides führt zu demselben Resultate. Setzt mau 
die Werthe von Xk, x\ in die erstere Proportion f) ein, so 
erhält man 
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' « "■ (Efe-J.9)(Si)3-S39 

^ _ ;^i-Ea^ + Ea94 — E4^+E4t)-i ^4 n 
(Eg4-S,^)(E5»-EaW ^' 

Setzt man diese Werthe also in f) ein, wobei sicli alle Par- 
tial- Nenner heben, so erhält man die Gleichung: 

lE^i-Eill + Kiqs-Esfli+Ks?— EyfE«2-Ea9 + E20.-S45a+E49-EWl 
- (j\— Eäl'+E3t)2-Eat)s4-Eat)'-E'i)i)(E't),--Eit)'+E,54-E4B.+E4^'-E'^,) 
-(e'9,-E.9'+E.^s— E3^,+£s9'— E\)lE'?2-ft,?'+Eiy4-EA+E.fl'-E'l)4) [ 1<^) 
■ (Et)3-E9^+E8t)B-Ea53+E,«-E«ä)(Eyi— Ei9+£i94-E4?,+ E4ll-Ey4) 

Aus Vergleichung mit Art. 8, la) erkennt man sogleich, dass 
die einzelnen Factoreii, aus welchen die linke Seite dieser 
Gleichung besteht, diejenigen Ausdrücke sind, welche, gleich 
Null gesetzt, die Bedingung enthalten, dass die Gferaden s, 
Äi Pa etc. durch einen und denselben Punkt gehen. Die 
Gleichung la) ist offenbar für die Linien-Coordinaten jj, ^^ 
vom 2ten Grade, und ist also nach Art. 14 im Allgemeinen 
die Gleichung eines Kegelschnitts. Es hüllen also im All- 
gemeinen alle Projectionsstrahlen p^ einen Kegelschnitt ein. 
Die linke Seite in 1«) annullirt sich nun, wenn l)* = ^, 
E4 = J ist, denn dann werden der zweite Factor des Minuen- 
den und der vierte des Subtrahenden Null; es berührt also 
auch die Gerade, s denselben Kegelschnitt. Die linke Seite 
in 1«) wird ferner Null, wenn t)^ = 5', j^ = j' ist, denu dann 
wird der vierte Factor des Minuenden und der zweite des 
Subtrahenden Null; es berührt also auch s den Kegelschnitt. 
Weiter wird \d) Null, wenn ^^ =^ t)ii Si '^ h ^^*; denn dann 
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ist der letzte Factor im Minuenden und Subtraheudea Null, 
und ebenso, wenn 1)4^1)21 J4 = Ea i^^j *^ß^^ dann ist der 
zweite Factor im Minuenden und Subtrahenden Null; es be- 
rühren daher auchj^^ undj?^ den Kegelaclmitt, Endlich wird 
die Gleiehui^ la) erfüllt durch % = ^3, J^ = Jg, denn dann 
ist der letzte Factor im Minuenden gleich dem ersten im 
Subtrahenden und umgekehrt, der zweite Factor im Minuenden 
gleich Aem negativen dritten im Subtrahendai, und umgekehrt; 
es berührt also auch Pg denselben Kegelschnitt. Mit anderen 
Worten: Der durch p^ erzeugte Kegelschnitt ist der durch 
die fünf Geraden s, s', j»,, p2, p^ als Tangenten bestimmte 
(Art. 11). 

Bis jetzt war stillschweigend vorausgesetzt, dass die con- 
formen Punktreihen s, s' mit keinem Paare entsprechender 
Punkte zusammenfallen. Findet dieses aber statt, fallen also 
im Durchschnittspunkte von s, s' zwei entsprechende Punkte 
z. B, P3, P'g zusammen, so sind für %, j/^, x'g, y\ die Ooordi- 
nate.n des Durchschnittapunktes von s und s zu setzen. Es 
ist also dann nach Art. 7, 3o) 

X, = - -?^^' M --= ^~^' - X = "'"" 11 =-^^^. 

Man hat daher im Vorigen im Werthe von %, 1/3 nur ^', 5' 
für ^3,^3, und im Werthe von x\,y\ nur l), g für ^sj Ss zu 
setzen. In der Gleichung 1«) wird sodann der erste Factor 
des Minuenden gleich dem negativen ersten Factor des Sub- 
trahenden, ebenso der dritte Factor des Minuenden gleich 
dem negativen dritten des Subtrahenden. Beide Factoren 
heben sich also, und man erhält 

-(K\-Eifl'+Ej?*— E4»)»+E49'-E'^L)to,— Sin+Ei54-JA+E4?-E?J = 0. 
Dieser Gleichung lässt sich die Form geben: 

= 0. 
Nun kann der erste Factor nicht Null sein, denn sonst würden 
nach Art. 8, la) die Geraden s, s',p^ sich in einem und dem- 
selben Punkte sclmeiden, was nicht möglich ist, da p^ der 
Projections strahl zweier von P3, F\ verschiedener Punkte sem 



y Google 



Art. i 



73 — 



soll. Ea muas also der zweite Factor Null aein, und die 
Gleickung gelten: 

Ei9a— Eatli + h^i—:£A + lA~ti^i = 0. 2a) 

Es müssen also nach Art 8, la) sich Pi,P2>Pi '^ einem und 
demselben Punkte achneiden, oder: es muss p^ durch den 
Durelischnittspunkt von p^ und p^ gehen. Man erhält alao 
den Satz: Befinden sich in einer Ebene auf zwei Geraden s, s 
zwei conforme Punktreihen, deren Conformität durch drei 
Paare entsprechender Punkte P^, P\, Pg, P'g, Pg, P\ bestimmt 
ist, wird zu jedem vierten Punkte P^ der einen Reihe der 
entsprechende P'^ der anderen gesucht, und werden je zwei 
entsprechende Punkte durch die Projectionsatrahlen p^Pa, P2,i'i 
verbunden, so umhüllen, wenn die Punktreihen conjectivisch 
liegen, d. h. wenn hi ihrem Durchschnittspunkte zwei nicht 
entsprechende Punkte vereinigt sind, die Projectionsstrahlen 
p^ den von s,s', Pi,Ps,P2 ^^^ Tangenten bestimmten Kegel- 
schnitt; wenn aber die Punktreihen perspectiviach liegen, 
d. h. wenn in ihrem Durch Schnitts punkte zwei entsprechende 
Punkte Pg, P'g vereinigt sind, gehen alle vierten Projections- 
strahlen durch einen und denselben Punkt, nämlich durch den 
Durchschnittspunkt von p^ und p^. 

Tn einer Ebene liegen zwei Strahlbüsehel mit den Schei- 
teln S,S'; den Strahlen p^,^^,^^ des ersteren mögen die 
Strahlen p'i,p'$,p\ dea letzteren entsprechen. Im ersteren 
werden beliebig viele andere Strahlen, j)^, als vierte ange- 
nommen, und zu jedem ein solcher Strahl p'^ des letzteren 
gesucht, dass die Strahlbüschel S, PiP^^p^Pi und S', p\p\p\p\ 
eonform (coUinear) sind. Werden nun die Durchs chnitts- 
punkte Pi, P3, Pj, Pj der Strahlen ft und p\, p^ und p\, p^ 
und p'2, l)i und p'4 bestimmt, so liegen alle P^ auf einer 
Ourve, deren Natur gesucht wird. Der Aufgabe zufolge soll 



am ^jPs am p^p^ Bin p ,p ^ mnpsPi 

Heissen nuu die Ooordinaten von Pt ^st, yt, so 
Art. 9, 16) sein; 



^-^1 



?.— ?4 
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Sind femer Xk, i/t die Punkt -Coordinaten von P*, 
x',i/ die von S,S', so hat man nach Art, 7, 1&) 



Man findet femer 

r — r = '^yi — ^.y + '^ya — '^ai^i + ^sV- ^Hi 
^ ^ (a^J/i— aiy)(a^y3-iCsy) 



'E* = 






(«y»— 3;,i;){ccyi— 3!,!/) 



Analoges erhält man für die Werthe von x'i — E's ö*'^- Setzt 
man diese Werthe in die erste Proportion *) ein, so erhält 
man die Gleichung: 

-iß'y,-x,y'+x,y,-iCty,+x^y'-x%) {x%-Xsy+Xiy^--x^y^+Xty'-x'yi) | 16) 
■ ^xy^~x^y+Xsyi—Xiyi-i-x,y—3:1f^)(xy,-~-x,i/-i-x^y,—x,y^+x^y—xy^) 

Aus Vergleichung mit Art, 8, 1&) erkennt man, dass die ein- 
zelnen Factoren der linken Seite die Ausdrücke sind, welche, 
gleich Null gesetzt, die Bedingung enthalten, dass die Punkte 
S, P„ P3 etc. auf einer und derselben Geraden liegen. Femer 
sieht man, dass die Gleichung 16) für die Punkt-Coordinaten 
^4, x^ vom 2ten Grade ist, und also nach Art. 14 im Allge- 
meinen einen Kegelschnitt bezeichnet. Wie oben überzeugt 
man sich auch hier, daas dies der durch die fünf Punkte 
S, S', P^, Pg, Pg bestimmte Kegelschnitt ist. 

Bisher war angenommen, dass die conformen Strahl- 
büsehel S, S' mit keinem Paare entsprechender Strahlen zu- 
sammenfallen. Findet dieses aber statt, fallen also in der 
Verbindungs-Geraden von S und 6" zwei entsprechende Strahlen, 
z. B. ß3,p\, zusammen, so erhält man wie oben die Gleichung: 
^i!/;!— «2 ?/i + ^»/4— ^4 !/a+ 3:^4^1 — ^1 ?/4 = ö. 2&) 

. also dann nach Art. 8, Ih) P-,, Pj, P^ auf einer 
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und derselben Geraden liegen, oder, es muss P^ auf der Ge- 
raden 1\P^ liegen. Man hat daher den Satz: Befinden sich 
in einer Ebene zwei conforme Strahlbüschel S, S', deren Con- 
formität durch drei Paar entsprechender Strahlen, Pi,p\,Pg, p's, 
Ps,p'i bestimmt ist, wird zu jedem vierten Strahle p^ des einen 
Büschels der entsprechende, p'^, des andern gesucht, und 
werden die Ducchschnittspunkte -Pj, Pg, P^, P4 je zweier ent- 
sprechenden Strahlen bestimmt, so befinden sich, wenn die 
Strahlbüschel conjectivisch liegen, d. h. wenn in ihrer Ver- 
bindungs-Geraden zwei nicht entsprechende Strahlen zusam- 
menfallen, die Durchschnittspunkte P4 auf dem von den 
Punkten SjS',Pi,Pg,F^ bestimmten Kegelschnitt; wenn aber 
die Strahlbüschel perapectivisch liegen, d. h., wenn in ihrer 
Verbindungs- Geraden zwei entsprechende Strahlen, p^jp'a, zu- 
sammenfallen, so liegen alle vierten Durch Schnittspunkte P^ 
auf einer und derselben Geraden, nämlich auf der Ver- 
bindungs- Geraden von P[ und P^. 
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Zweiter Abschnitt. 
Homogene Coordinaten. 



Kap. I. 
Punkt und Gerade. 
21. Sind die Gleichungen dreier Geraden 9u92>9i^ '^'^^■ 
denen keine zwei parallel sind, die also ein Dreieck mit den 
Ecken G^, G^, G^ bilden, gegeben, nämlicK 

g, = ^,ij-i-i,x — i=0, g^ = 1i,y'{-l^x--l = 0, la) 

so hat man als Coordinaten x-^, y^, x^, J/^, x^, j/3, von (?i, Gg, G^ 
nach Art. 7, la) 



2a) 




h<i^ 


-VA 


Ei 


— h 


18^3 


-iA 


^3 


-1), 


I.B, 


-IlO. 


h 


-El 


K.II1 


-KiQa 


It 


-q. 


);,n. 


-K,«, 


£1 


-Sä 



Die Entfemimgen r/, des 
Coordinaten - Anfangs- 
punktes von den Ge- 
raden g/c sind nach Art. 6, la): 

»- = ' /„ = - -■ j-, := - — - — 3a) 

yE,^-i-q.'-' y^^+v" v^M-v 

Als Länge der Strecken g^ = ff^ G^ etc. ergiebt sich femer: 



y Google 



Art. 21.] — 77 — 






-V 






4a) 



fe«a— Esyfesfl,— E.W 
Als Höhen A*, welche den Seiten ffk zugehören, ergiebt sich 
nach 2a) und Art. 6, 2a); 



K = ^ 






1 



-EA 



5») 



HeiBst ferner die doppelte Fläche des Dreiecks Cr, G^ G^ B, 
so hat man, da D ^ gihk ist, nach 4a) und 5«) 

T) = fega-Ei ^,) +(EäQ3-£3tli) + (£»^1 -Eiq.)]" q„) 

(E.9!-Eä«.)l.Eä5a-E3»ä)(E,l),-Eit)3) "^ 

Endlich hat man nach 3a), 4a) folgende Beziehungen, von 
denen später mehrfach Gebrauch gemacht werden wird, 
_ (E A-Ei9i) + (Ea^ — Eaq.) + (EA-EiOa) 1 
^' ' feq,-Ei^s)(E,?i-Eä?,) 



. ( Eiqi-EA) + (EaBa-E»W + (E3g i-E.qa) 



7a) 



(Eifls-E!^)fe93 — Esfla) 
„ r — <Ei^-Ea^i'H-fe9a-EB9i) + (E 3 qi-&q3) I 
^"^ (E.?,-E.l).)(Eall,-Eill.) ) 

Sind ferner die Gleichungen dreier Punkte G,, Gg, G^ ge- 
geben, welche nicht auf einer und derselben Geraden liegen, 
sondern ein Dreieck bilden, ist nämlich 
G, = ij,t) + :^,E - 1 = 0, G, = y,\) + a;sE - 1 = 0, W) 
Gg = i/gt) + a^sE — 1 = 0, 
so hat man als Coordinaten der Gegenseiten g^, g^, g^ nach 
Art. 7, 1&) 



„ y.-y. 




^' ^.y.~^A 


^sJ/a-iEsya ' 


r _ l'a-J'. 


h *.— »1 


« a^y,-a^y, 


^s iCsJ/,-3;.^a ' 
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Vermittelst dieser Werthe findet sich nach Art. 0, 
Entfernung der Seiten g^, g^, g^ von 



y{x^~x,y + {y,-y,r 



y(^ 



i^ii' + fe-;/,)-' 



Die Länge der Dreiecksaeiten gt ist ferner: 






46) 



Als Entfernungen der 



Gt von den gegenüber- 



liegenden Seiten g^, d. h. als Hohen ht, welche di 
gt zugehören, hat man nach 2b) und Art 6, 2b) 



Ä,=i 



V(x,~a:,r + {y,~y,)' 
V(x,~x,}' + (y,-y,)' 



.iML 



bb) 



V(.x,~x^y + (l/,~y,y 
Als doppelte Fläche D des Dreiecks G^ G^ G^ findet sich aus 
■O = gifi'k sogleich 

-D -^ (a^iJ/B— 3^äJ/i) + {^Vs — ^Vd + (^^1— ^J/a)- 6^) 

Endlich hat man nach 36) und 4£i) noch die Beziehungen 

Si'-i=^yi — ^iHi,] 
g^r^^x^y^—x^y^, 76) 

22, Die Lage eines Punktes P würde nun offenbar be- 
stimmt sein durch seine Entfernungen ic* von den Seiten gk 
eines Dreiseits g^^g^g^. Liegen nämlich die Seiten g^ des 
Dreiseits, deren Gleichung ist 

gk ^ "^kV -j-ux—l^O, 
so, dass innerhalb der Dreiecksfläche fäüt, und sind x^y 
die Coordioaten des Punktes P, so hat man nach Art. 6, 2«) 
die Gleichungen 
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V's.' + l),' 
oder 

Diese drei Gleichungen kön- 
nen nur dann mit einander 
bestellen, wenn 

1 E. II. «-iVg+g 

1 !> 9. - '<'!>'Sl+?L '^' '=1 

1 6 0. «'.Vb^+I,' & ».| 

ist, d. h, wenn die Gleichung gilt 

_ »itt.i).-! .ii. )y;i'+V+'« . (t.i)i- ;i l.)>'t?HV+»'.B.< . -t.Di)y! 

Nach Art. 21, 5ö) lässt sich dieselbe kürzer so schreibei 



l=^ + i^+- 



1 = 



oder i s — 1 j r "i i 

Pi«i ffj'-a flsfi-s 

oder, da tjji/c die doppelte Dreieeksfläciie D ist, wenn die 

Gleichung besteht 

ffi Wi + ffa^i'a + i-fi^ = -D. 2») 

Hier ist also, da diese Gleichung vom Iten Grade ist, zu 

jedem w^, w^ nur ein einziges w^ möglich. Drei tv also, 

welche dieser Gleichung genügen, bestimmen einen Punkt P 

unzweideut^. 

Es könnte nur scheinen, als sei die Lage einer Geraden 

p auch bestimmt durch ihre Entfernungen lo* von den Ecken 

Gk eines Dreiecks ffiGjG^. Liegen wieder die Ecken Gh des 

Dreiecks, deren Gleichung ist 

Gi = y,^ + x^x-l^Q, 

so, dass innerhalb der Dreieeksßäcbe fällt, und sind j, ^ 

die Coordinaten der Geraden j), so hat man nach Art, 6, 25) 

die Gleichungen: 
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i-^it-a^ ^ _J:nM^iM 



w,^^ -;i^Z^' - 16) 



Yi^ + if ~ ■ Ve^ + h' 




Entwickelt man aus diesen drei Gleichungen die Grössen 
I erhält man, mit Berück- 



sichtigung von Art. 21, 6&): 





2> 


(», 


-•/.)», + (».-!/J«>, + (»■ -»)». 




D ' 


(^-« 


)m, + (i.-j!,)i», + (it,-!t,)io. 



Vs' + il' 

Wird in den beiden letzten Gleichungen Y'f + t|^ auf die 
andere Seite gebracht, beide Gleichungen sodann quadrirt 
und addirt, wobei sich j^ + t)^ hebt, so erhält man 
[(a^ — a^)irii + (a^ — a^OWa + (a^i— «ä)!»^]' 

Werden hier die Quadrirungen ausgeführt, so erhält man mit 
Berücksichtigung von Art. 21, 4ö) 

S'i^lOi' + i'ä'n's' + iZ/Ws'-O/i' + ^2' — i/«')WiWs 
— (ffa' +6'3'— ffiO^al^s — Ca' + S'i^— S's')»3K'i = -D', 26) 
oder, wenn der Winkel an der Ecke Gk des Dreiecks mit 
Gk bezeichnet wird, 
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— 2g^^GosGs »3»! = BK 2c) 

Dieselbe Gleichung hätte man auch so gefunden: Es ist, wie 
aua der Figur 8 erhellt, 

N^N^ ^N,Ns + N^N^ oder 

Werden in dieser Gleichung die Wurzeln hinwegge schafft, so 
erhält man 

oder, da das erste Produkt links gleich 4D^ ist, 
.9,^llUi— WjlIWi— lu ) + '//(Wg— Wi)(to3— toa) +^/(m3— TOi)(W3— 10«) 
= Ztl 2(0 

Dies ist abei dieselbe Gleichung wie die obige 26), wovon 
man sich durch Ausfiihrung der Multiplicationen überzeugt 
Die Gleichung ist also für alle VU vom 2ten. Grade; mithin 
gieht es zu jedem Paar tog, lOg zwei verschiedene lHj. Es wird 
dies auch durch folgende Betrachtung bestätigt: Sind z. B. 




Wg und IBj beide positiv, was nach Art. 6, 2&) der Fall ist, 
wenn und (?g, und G^ auf derselben Seite der Geraden 
p liegen, beschreibt man um G-j, G^ bezüglich mit lüg, TO3 
Kreise, und legt an beide die gemeinschafthehen Tangenten 
p, p', so sind die Entfernungen derselben von G^, G^ au ab- 
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aoluter Grösse, und an Voi-zeiühen einander gleich, denn es 
liegen G^ und 0, G^ und auf derselben Seite sowohl von 
p als von j)'. Dagegen ist die Entfernung der Geraden p 
von der Ecke G-^ sowohl an Grösse als an Vorzeichen ver- 
schieden von der Entfernung der Geraden p' von (x,. Es 
werden also die Gleichungen 2&) — 2d) erfüllt sowohl von 

11,^ = + G^:N„ 10^ = + G^N._, ro^ = + G^S^, 
als von 

toj = — G^N\, ttia = + G^N\, nig = + GsJV'a, 
und drei Grössen xo, für welche eine dieser Gleichungen gilt, 
bestimmen also im Allgemeinen zwei Gerade, p und p'. 
Wegen dieser Zweideutigkeit eignen sich daher diese linearen 
Abstände einer Geraden von den Ecken des Dreiecks nicht 
zur Bestimmung einer Gteraden. Diese Unbestimmtheit ward 
offenbar hervorgerufen durch den Divisor oder Factor Y"^^ -\- \f . 
Es ist daher eine solche Weise, die Lage einer Geraden zu 
bezeichnen, anzuwenden, dass derselbe seinen Einfluss ver- 
liert. Zugleich aber auch ist, um eine lieber eins timmung 
zwischen den Gleichungen, welche die Lage eines Punktes 
mit denen, welche die einer Geraden angeben, herbeizuführen, 
die bisherige Art, einen Punkt festzulegen, abzuändern, und 
durch eine analoge zu ersetzen, obschon dies sonst nicht 
nötbig wäre, da, wie man sah, durch die Grössen w ein 
Punkt eindeutig bestimmt wird, Es soll daher im Folgenden 
eine andere Bez ei chnungs weise zu Grunde gelegt werden. 

23. Sind g^ die Seiten eines Dreiseits, ist femer P ein 
Punkt in der Ebene desselben, bezeichnet man uflt w^ die 
Entfernung des Punktes P von gi-., und setzt, wenn Ji, ^t die 
Coordinaten von g^ und x, y die von P bezeichnen 

yp' + q*' 

so erhält man nach Art. 6, 2a) für wt positive Werthe, wenn 
P und auf derselben Seite von gt liegen, Nun soll stets 
im Inneren der Dreiecksfläche sich befinden. Es sind also 
alle drei Werthe ti\, w^, w^ positiv, wenn P im Inneren des 
Dreiseits liegt. Liegen dagegen P und auf verschiedeneu 
Seiten von gt, so wäre nach Art. 6, 2a), um für w* einen 
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positiven WertK zu erhalten, der Ausdruck für tut mit dem 
Minus- Zeichen zu versehen, und da die ea ncht geschehen 
ist, liefert obiger Ausdruck für wt etwas Negatives und um- 
gekehrt, ist wt negativ, so ist dies ein Zeichen dass P lusser- 
halb des Dreistits, und zwar so liegt, dass iji, ^iwischen P 
und hindurchgeht. Da nun die Ausdi icke für die Ent- 
fernungen Tk des Anfangspunktes von gi, stets po tiv sind, 
nach Art. 6, la), und mithin keinen Emfl ss a t das Vor- 
zeichen ausüben, so ist offenbar die La,,? emes P nktes P 



auch bestimmt durch den Quotienten —y- Setzt man 



woraus umgekehrt folgt 

so ist ein Punkt der Lage nach 
auch durch ?* bestimmt. Nach 
Art. 21, 3«) hat man also 



Ist nun die Gleichung einer Seite 
des Dreiseits 

ffk = t)ty + EiX — 1 = 0, 
und sind x, y die Coordinaten 
eines Punktes P, so folgt aas 
den Gleichungen Art. 22, \d): 







1 — E^a; — 9ij 
oder also 

Löst man diese Gleichungen nach 1, x, y auf, so erhält 
Brüche, deren Nenner die Determinante 



3a) 



ist. 



1 Ss 1)2 
1 Es h 
Bezeichnet man dieselbe kurz mit ®, s 
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1 


6 


>!, 


1 


S. 


«. 


1 


E. 


1). 



=(SiQ3-E2l3i) + fe93-&i^a) + (EA-Eitl.) = 



und ihre Partial-Determinanten folgend er massen 
E,fc'-!.!).-3£,8», &l),-&fc-X,a, Mi-&l).-S.?), 
so d«ss also 1,9, + I,a +X,a — a 

ist, so erhält man aus den drei Gleichungen 3ß) 



i,9.»,+j.R«, + 3e,s,., . 




» 




(H.-Wi +(».-«.)'. + 0), 


-«.)* 


» 




fe-E,)2i+(E» — E.)^. + fe 


-E?)«3 



4(i) 

6») 
Co) 

7o) 

8«) 



Die Gleichung 7a) läaat sich offenbar ebenso umformen, wie 
in Art. 22 geschehen ist, oder man hat in der dortigen 
Gleichung 2a) nur die obigen Werthe aus 2a) für Wt einzu- 
setzen, und erhält so die Gleichung 

Dieses ist die Gleichung des Punktes P für £-^, s^, 0^ als 
Coordinaten. Man nennt diese Werthe trimetrische, oder, 
aus Gründen, die sich später ergeben werden, homogene 
Punkt-Coordinaten. Die Gleichungen 8ffl) dienen dazu, ortho- 
gonale Punkt- Coordinaten in trimetrische oder homogene zu 
transformiren. 

Sind Gi die Ecken eines Dreiecks, ist p eine Gerade in 
der Ebene desselben, bezeichnet man mit lUi die Entfernung 
der Geraden p von Gi und setzt, wenn X(,, j(t die Coordinaten 
von Gt, und j, \) die von p sind. 



li)t = 



Vi' 4 



so erhält man nach Art. 6, 2&) füi tt)i posiüvc Werthe, wenn 
und Gi auf derselben Seite von p hegen Nun soll 
stets im Inneren der Dreiecksflache sich befinden; es sind 
also alle drei Werthe von lOi, IB^, to^ positiv, wenn p die 
Dreiecksfläche nicht durchschneidet Schnitte p das Dreieck, 
und lägen öj und auf verschiedenen leiten von p, so 
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wäre nach Art. 6, 2ö), um für lHj einen positiven Werth zu 
erhalten, der Ausdruck für 10* mit dem Minua-Zeichen zu 
versehen, und da dieses nicht geschehen ist, hefert obiger 
Ausdruck für Wt etwas Negatives; und umgekehrt, ist tOt ne- 
gativ, so ist dies ein Zeichen, dass p das Dreieck schneidet, 
und zwar so, dass und Öt auf verschiedenen Seiten von p 
sieh befinden. Da nun der Ausdi-uck für die Entfernung r 
des Anfangspunktes von p 

~ yprF 

stets positiv ist, nach Art. 6, 1«), und daher keinen Einfluss 
auf das Vorzeichen ausübt, so ist offenbar die Lage einer 



Geraden p auch bestimmt durch den Quotienten — ;-■ Setzt 
man nun ^^ ^ j^^ ^^ _ j^^ ^^ _ ^^ ^^^ 

woraus umgekehrt folgt 

so ist eine Gerade der Lage nach durch ^^ bestimmt. Man 
hat also n/"?-? — 9 

Ist nun die Gleichung einer Ecke des Dreiecks 



y Google 



86 



[Art. 23. 



■ {xjl, — i,!/,) + (»,!/, — a!Ä) + (»A — "iVi 



G. = J/tt) + aiE - 1 — 0, 
und sind J, 1) die Coordinaten einer Geraden j;, su folgt aus 
den Gleichungen Art. 23, 16) 

1— «iE — rt — in 1— «— M — ä.. 1— iCoE— !/il) = ii- 36) 
Löst man diese Gleichungen nach 1, J, t) anf , so erhält man 
Brficlie, deren Nenner die Determinante 

1 «1 Vi 
1 Ä^a ^a 
\ X, % 

ist. Bezeichnet man dieselbe, welche nach Art. 21, 6?>) die 
doppelte Dreiecksfläche bedeutet^ mit JJ, setzt also 

fe!/»— %»i) + fe!/i--»i!/s) + (i,!/t— «iS«) — A 46) 
während die Partial-Deierminanten folgendermassen hezeiclinet 



.Z,r„56) 
66) 



1 


^1 


<J, 


1 


x^ 


J/a 


1 


x^ 


y, 



so dass Xjr^ -\- X^Y^ -\-X^Y^ = D 

ist, so erhält man die Gleichimgen 



1 = 



76) 



, {y^—ys)h + (j / a— yOäi +(yi — ? /3)i3 



(^= 



Cü )äi +(a^--^i)ia +(^i-ie.)a;, 



Vermöge der Werthe X^F^, ZgZg, XjFj und der Beziehungen 
Art. 21, 76) kann man die Gleichung 7&) auch schreiben 

woraus folgt (7,nii + J'a^'aäs "}- Os^sh = A S"-) 

in welcher Gleichung r^ dieselbe Bedeutung hat, wie in 9<(). 
Diese Gleichung 96) ist die der Geraden p für jj, j^, jj als 
Coordinaten, Man nennt diese Werthe tri metrische oder ho- 
mogene Linien-Coordinaten. Die Gleichungen 86) dienen daau, 
orthogonale Linien-Coordinaten iu trimetcisehe oder homogene 
zu traiisformiren. 
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Stets aber wird wie im Bisiierigeü vorausgesetzt, dass der 
Coordinaten- Anfang spimkt im Inneren des Fnndamental- 
oder Axen-Dreiseits oder Dreiecks liege, also auch nicht auf 
einer Seite ^j, oder in einer Ecke Gt desselben, 

24, Soll ein durch die Gleichung in trimetrischen Punkt- 
Coordinaten g^r^z^ + g^r^s^ + 93^03 = D 1«) 

bestimmter Punkt P construirt werden, so verfährt man auf 
folgende Weise: Sind alle s positiv, so ziehe man in den 
Entfernungen m^i = ^i^j, Wg == r^s^, Wg = »"gSg zu den drei 
Seiten gi,9i,9jf des Fundamental-Dreiseits parallele Gerade, 
und zwar alle auf der Seite nach dem Inneren derDreieoks- 
fläche zu, so schneiden sich diese drei Parallelen in einem 
und demselben Punkte, nämlich in F-. man braucht daher 
nur zwei dieser Parallelen zu ziehen. Ist eine der Grössen 
Zj z. B. z^ negativ, die beiden anderen positiv, so ziehe man 
zu g.^ in der Entfernung w^ = rj^^ eine Parallele ausser- 
halb des Dreiseits, die Parallelen zu g.^ und g«, aber wie früher 
nach Innen, so erhalt man P. Der Punkt P liegt dann in 
einem äusseren Felde, nämlich in demjenigen Theile der 
Ebene, welcher von g-^, und den Verlängerungen von g^ und 
g.j gebildet wird. Sind zwei der Grössen z, z. B. z^, z^ negativ, 
Sj aber positiv, so ziehe man die Parallelen zu g^ und ^^ 
ausserhalb des Dreiseits, die Parallele zu g,^ auch ausser- 
halb des Dreiseits, aber so, dass Gg zwischen g^ und der 
Parallelen sich befindet. Der Punkt P liegt dann in dem vom 
Scheitelwinke! des Winkels G^ Gg G^ gebildeten WinkeLraum. 

Soll eine durch die Gleichung in trimetrischen Linien- 
Ooordinaten g^r^^ + g^r^h + y^r^h = -» 1*) 

bestimmte Gerade p construirt werden, so verfährt man 
folgendem] assen: Es verhält sich (vgl, Fig. 11) offenbar 
G1Z3 : Gg^Sg = TOi : Wa oder G^K^ : G^K^ = n, : rj^ oder 
Gl -ffg : Gg^g ^ j^ : Ja u. s. w. Sind also alle j positiv, so 
theile man die drei Dreieckseiten gsiff^iPi i^ solchen äusseren 
Punkten K^, K^, K^, dasa sich verhält G^K^ : G^K^ = j^ : y 
GJC^:G^K, = i^:i^, G^K,: GJC, =i^: is, so liegen die 
drei so erhaltenen Punkte K^, K^, K^ auf einer und derselben 
Geraden, nämlich auf der Geraden p. Es versteht sich, dass. 
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wenn z. B. i, > j^ i^t; ^^r Funkt K^ ausserhalb der Strecke 
G^G^ über G^ hinaus, wenn J^; > äi ist, über G^ hinaus fallt. 
Ist eine der Grössen j, z. B. jj negativ, die anderen beiden 
positiT, so theile man die beiden den Winkel G^ eins chlies sen- 
den Dreieckseiten g^ und g^ in inneren Punkten K^,Kg so, 
daas sich verhält G^K^ : G^K^ = 3^ : h, G^K, : G^K^ = J, : y, 
die dritte Seite g^ in einem äusseren Punkte K^ so, dass sich 
verhält G^K-^ : GgK^ = J^ ; Jg. Die Gerade j) schneidet alsdann 
die Dreiecksfläche, und zwar liegt sie so, daas G^ und auf 
verschiedenen, G^ und 0, Gg und auf derselben Seite von 
p sich befinden. Sind zwei Grössen 3, z. B. j^, j^ negativ, 
Ja positiv, so theile man die beiden den Dreieckswinkel Gg 
einschlieaaenden Seiten g,, g^ in solchen inneren Punkten 
K„ K^, dass sich verhält G^K^ : G3Z1 = j^ : j,, G^Z^ ; G.,K^ 
= j^ ; J3j die dritte Dreiecksseite ^^ aber in einem solchen 
äusseren Punkte Zg, dass O^K^ : G^K^ = li.-h ^^*' ■'^'^ '^^" 
rade p durchschneidet alsdann auch die Dreiecksfläche, liegt 
aber so, dass G^ und auf derselben, hingegen aowohl Gj 
und 0, als Gg und auf verschiedenen Seiten von p sich 
befinden. 

Ee versteht eich, dass nicht alle drei Ooordinaten s, und 
ebenso wenig alle drei Ooordinaten j negativ sein können, 
weil sowohl Qk, als rj positiv sind, und die Dreieckafläche 
nach Iß), W) sonst negativ würde, was unmöglich ist. 

25. Von besonderen Fällen der trimetrischen Punkt- 
Coordinaten sind folgende zu nennen: Liegt P in Gj, so ist 
offenbar s^ = -^, ^a = 0,?3 = 0, unddieGleiohungArt.23,9ö) 
geht dann über in die offenbar richtige (/j Ä, ^ D. Man hat 
also als 
Punkt- Ooordinaten von G^ Zi = -7-, s^ = 0, «3 = 0, | 

„ G, ^, = 0, H = ~, H-^\ 1«) 

Ferner hat man aogJeicb als 

Punkt-Ooordinaten von 2^=^ \, s^ = 1, % = 1, 2«) 
Die Gleichung Art. 23, 9«) lautet dann g^r^^ + g^r^ -\- g^r^ = D. 
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Denkt man sich nun die Ecken G„ G-^, G^ durch Gerade mit 
verbunden, und bezeichnet den doppelten Inlialt der Dreieclie 
G^OG^,G^Oa^,G^OG^ bezüglich mit D„ R„ D^, so bezeich- 
net die Gleichung 

nichts anderes als i), -(- D^ + ö^ = D. 

Ueberhanpt ist die geometrische Bedeutung der Gleichung 
Art. 23, 9(i) eine sehr einfache. Denkt man sich nämlich 
den Punkt P mit den Ecken G^^G^jG^ durch Gerade ver- 
bunden, so bedeutet, wenn unter G^PG^ der doppelte Inhalt 
des gleichnamigen Dreiecks verstanden wird, u, s. w., die ge- 
nannte Gleichung, wenn 0^, s^, s^ positiv sind, und also P im 
Inneren des Dreiecks liegt, nichts anderes als 

©iPGa + GaP(?3 + GaPGi = B. 

Ist ^j negativ, s^, s^ positiv, liegt also P in dem von <jy und 
den Verlängerungen von Gfi^, G^G^ gebildeten Felde, so be- 
deutet sie ^^_p^^ ^ ^^_p^^ _ ^^^^^ _ ^ 

Ist ^i und 03 negativ, z^ positiv, liegt also P im Winkel- 
raume des Scheitelwinkels von GiG^G^, so bedeutet sie 

G,FG^ — G^PG, ~ G^PG^ = D. 
Stellt man sich vor, P liege in unendhcher Entfernung, so 
. werden die doppelten Flächen G,PG^, G^PG^, G^PG, un- 
endlich gross, die doppelte Fläche I) des endlichen Dreiecks 
G^G^Gs ist im Vergleich mit ihnen verschwindend klein, und 
daher das negative, oder die Summe der negativen Glieder, 
der Stimme der positiven, oder dem positiven als gleich zu 
erachten, mithin die Differenz als Null anzusehen. Es ist 
'"'''"" SiV,+!l,V, + g,v,-0 3,.) 

die Gleichung eines unendlich entfernten Punktes. 

Fällt p mit einer Seite, z. B. ^j, des Dreiecks G^G^G._^ 
zusammen, so ist offenbar r = r^, W, = /*,, also j^ = — ^, 
iijj = 0, 11)3 = 0, also ja^O, ^3 = u, 8. w., und man hat als 
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Litiien-Ooordinaten von g^ Ji = -^, J^ = 0, Jg = 0, ] 



Liegt p in unendlicher Entfornung , so ist die Differenz zwi- 
schen»' imdlö[, log, IU3 verschwindend klein, alsoji =h^h=^ ^■ 
Man hat daher als 

Linien- Coordinaten der unendlich entfernten Geraden 

äi = 1, fe = ^, h = 1- 26) 

Die Gleichung Art. 23, 9&) lautet dann: g-^r-^ +(/a»'2 +i'fl»*a =' D, 
d, h. die Summe der doppelten Flächen der Dreiecke G^OG^, 
G^OG„ GyOGi ist gleich der doppelten Fläche des Dreiecks 
G^G^G^. Ueherhaupt bedeutet die genannte Gleichung nichts 
anderes, als dass, da j^, j^, j^ ächte oder unächte Brüche sind, 
der doppelte Inhalt von G^OG^ mit jj multipheirt, plus dem 
doppelten Inhalt von G.fiG^ mit jg multiplieirt, plus dem 
doppelten Inhalt von G^OG^ mit j^ multiplieirt, gleich D 
sein muss. Geht nun p durch 0, so ist r = 0, also werden 
die absoluten Werthe der j unendlich gross; da jedoch die 
Gerade dann das Dieieck G^G^G^ schneidet, ist ein oder 
zwei ä negativ Es smd daher auch G^OG^-^i, Gf^OG^-^^i 
G^OG^-}j^ an absolutem Werthe unendlich gross; die Fläche 
D ist im Verhaltni&s zu ihnen verschwindend klein, und daher 
das negative, oder die Summe der negativen Glieder, der 
Summe der positiven, oder dem positiven gleich zu erachten, 
mithin die Differenz als Null anzusehen. Es ist daher 

9i^ik + Ä»-aäa + 9zn ia = 36) 

die Gleichung einer durch den Coordinaten-Anfangspunkt 
gebenden Geraden, 

26. Von besonderer Wichtigkeit sind die in Art. 23, 5d), 
5b) mit 3£i§)a etc., Xj F^ etc. bezeichneten Partia.1 Determi- 
nanten, sowie die in 4a), 4&) mit ®, D bezeichnete Deter- 
minante. Zunächst ist zu bemerken, dass, so lange von einem 
Dreiseit oder Dreieck die Rede sein kann, weder eine der 
Grössen Si2)s,3^^3,jt3?)i, noch eine der Grössen :^ Yj, X^, T^, 
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Xj Y^ Null sein kann. Dean wäre z. B. X^ ^^ = 0, so miissten 
nach Art. 4, la) g^ und g^ des Dreiseits parallel sein, u, s. w., 
was nicht möglich ist; wäre Xj Y^ = 0, so miisaten nach 
Art. 4, 1&) Gl und G^ auf einer durch gehenden Geraden 
liegen, oder es müsste auf der Dreieeksseite g^ liegen, ein 
Fall, welcher in Art. 23 ausgeschlossen worden ist. Ebenso 
wenig kann die Determinante 2) und D, oder ü^^^ + ^^3 
+ I3 %, Xi r, + Xa Zs + 3; Fl Null sein. Denn wäre ersteres 
der Fall, so gingen nach Art. 8, la) ^1, g^, g^ durch einen und 
denselben Punkt, und es wäre kein Dreiseit möglich; fände 
letzteres statt, so lägen nach Art. 8, 16) G^, G^, G^ auf einer 
und derselben Geraden, und es wäre kein Dreieck denkbar. 

Es sollen femer die am häufigsten vorkommenden der 
in Art. Hl aufgestellten Sätze mit Anwendimg der in Art. 23, 
4«)— 6<i'),4&")--ßM aufgestellten Bezeichnung wiederholt werden. 
Es laiitft nämlich die Regel 6a) daselbst 

j._ ®^ . > 

^ S". a . ;&, a ■ iE, Sl, ' ^^^ 






ferner 7«) g^r^ 






Die Formel 66) giebt die identische Gleichung 

D = i>, IV) 

während llj) jetzt lauten 

g.,r,,^X.,Y^,\ 2b) 

tfsrs = X,r2, I 
Man hat daher den wohl zu beachtenden Unters cliie d , dass 
in Art. 23 die Determinante Aa) nicht die doppelte Fläche 
des Dreiseits bezeichnet, während dieses mit der Determi- 
nante 46) der Fall ist. Es hat daher bei trimetrischen Linien- 
Ooordinaten D eine doppelte Bedeutung, es bezeichnet näm- 
lich sowohl die Determinante 4&), als die doppelte Fläche: 
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bei trimetrischen Punkt- Coordinaten bezeichnet es nur die 
doppelte Fläche. 

Die Gleichung Art. 23, 9«) lantet ferner mit Anwendung 
obiger Gleichungen la), 2a) 



3Salii.^igt. ^ ^ "■" s,§)s-s,gis ^~x.g,-sj 



oder ^,% - s, + 1.,'^, ■ ^^ -\- ^% ■ i^, ^ ^- ^«) 

Die Gleichung 9b) in Art. 23 nimmt mit Anwendung obiger 
Beziehungen 2b) die Gestalt an 

X,Y,-i, + X,Y,-u + X,Y,-i,-B, 34) 

und diese Gleichungen 3«), 36) könnte man ebenfalls als die 
des Punktes, und der Geraden ansehen; doch sollen die frühe- 
ren beibehalten werden. 

27. Bezeichnen r und s zwei cykliseh auf einander fol- 
gende der drei Zahlen 1, 2, 3, also entweder 1 und 2, oder 
2 und 3, oder 3 und 1, so hat man zunächst das Gesetz: 

2e,g), ^,g)„ 1«) X, r, = — Xr Y,. IV) 

Denn nach der Definition in Art. 23, 6a) ist Xjgr = Est),- — j^^j, 
aber I^'Q, = j,.!), — 5,9^, also 3£^^r = — 3Ergl„ und ebenso 
in der Regel li). Ferner hat man folgende, wesentlich zur 
Abkürzung vorkommender Rechnungen dienende Regeln, von 
deren Richtigkeit man sich sogleich überzeugt. Sind r, s, t 
die drei Zahlen 1, 2, 3 in cjkliseher Aufeinanderfolge, be- 
zeichnen also r, s, t entweder 1, 2, 3, oder 2, 3, 1, oder 3, 1, 2, 
30 hat man: 

a) (E.— E.) + (£.-£.) + (&-£-) -0,1 

5) (t),-W + (!l.-?,) + (t),-W-Oj ^"1 

a) (Xr — X,) + (x,^Xi) + (Xi — Xr) = 0,-\ 

») (Jr - E,) El + (E. -- E<) Er + (E. - Er) E. — 0. ( 

6) (*--«.) 9« + (l).-W9- + (l).-l),)«l. -0; J 

«) (Xr ~ X^) X, + {x^ — X,) Xr + {xt — Xr) x, = 0,] 

^ (!i'—»i)P + 0.— yOäfr + dii — fr)), — 0;l 



2b) 
3o) 
36) 
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0) (&-£.)!). + (£.- 

6) («. - E.) E. + Ö. - «.) I. + («. - W E. - 

d) {x^—x^y, + (x, — x^yr + {xt — x;)y, 

V> Ö/f — ».) i«i + (* — Si) =5^ + (Si ~ Sr) X, 



E.)>)' + Ce.-E')!1.--®,1 

-AI 
-ö;l 



4o) 



(e,-e.)i)-- (i)--?.)E.--3e.ft; 

(E.-E.) «.-(!).-«.) £.-*•?).; 
(iCr — «,} y^ — ii/r — y^ x, = X^Y,; 

Ö--WE.-(E,-E.)!).-X.?)< + S.a.; 
{»,-S.)k-(:& -«.)</! - XK + X,F,; 
(E- - E.) (<). - II.) - fe - E.) (9' - !.) - S ; 

(t — it.) 0. —*)—(«.—»:.)(»'-?.)-■ -D ; 

«) S,a (E. - E<) - «.» (E, - E.) - a ■ E., 1 
i) X,9. («. - ti,) - 1.9, (d, - ?.) - S> • t).l I 

o) x-r,c«.-3:,)-z.r.(*-»:.) — -D-i.. I 

5) Z,r.(!,.^!/,)-Xr,(s,,-!/.)-=B-s.;l 
0) X,D,-E, + X.?)rE, + «.3),-E. = 0,l 

6) «,9.-t), + «.9,-!),+ S.9,-!l. = 0;( 

o) x,r.-a;, + 2;y,-i,+3:.r,-a!. — 0,1 

!>) X,Y,-y, + X,Yry, + X,Y,-y.-0.] 

28. Es sollen trimetrische Punkt- oder Linien-Ooordi- 
naten in eben solche, jedoch für ein anderes FundanientaJ- 
Dreiseit oder -Dreieck transformirt werden, jedoch soll das 
zu Grunde liegende orthogonale Axen-System, also auch der 
Anfangspunkt unverändert bleiben, und im Inneren auch 
der neuen Dreiecksfiäche hegen. Die Seiten (/jt des neuen 
Dreiseits seien bestimmt durch die Gleichungen 

Sfia + i"— 1 — 0; 
die neuen trimetrischcn Linien-Coordinaten heissen /t, und es 
wurde auch für das neue Dreiseit die Art. 23, 4a) — Ga) an- 
gegebene Abkürzung eingeführt, so dass also 

und s;a + ES); + sg; — n' 2a) 

ist. Dann hat man, um ^t durch si auszudrücken, da die 



5ß) 
5i) 
6«) 

m) 

1a) 
76) 
8o) 



10«) 
lOS) 
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[Art. 23. 



orthogonalen Coordinaten .«, y des betreffenden Punktes P 
dieselben bleiben, auch die den in Art, 23, 7«), 8a) gegebenen 
entsprechenden Gleichungen 

/ _j_ s,' W 2' + X' 3)' s' 



1 = 



%■ 



(«'. 


-»■.)»■, + (»■.-»•,)'■, + (i)', 


- 1)',)»'. 


<i. 




-!-,)/. 






'an- 



setzt man diese Werthe den in Art. 23, 7a), Sa) gegebenen 
gleich, so bat man die drei Gleichungen 

?'a— S'a / I E'a— E 'i ' ij'i— Ei ^ 

Man eihält daher zur Bestimmung z. B. von «j die Gleichung 

x,9, x,a s,g, 
^ fc-fc fc-li i).-». »1 - 

&— El E.-I1 El— J. 

^ 3£',DV, + x',9-,5, + r.D',/, s,a 1,9, 

- Wi-S'.)»'l + Ö',->l'.)2's + {>l'l-»',)s. ijj-i)i «l-lJü 
(!'>-!'j)«'i + (e'j-E'i)»'i + (e'i— E'.)«! Es— El Ei— E. 
oder, indem man beiderseits mit ®^ Idirzt, und die Determi- 
nante reclita in die Snmme von drei Determinanten umformt, 

s,a s,a A% 

-^ ^,-t), t)s-5, 11,-1), .2, _ 
El — E, Ej— E, El— E, 
( S',D', X,9i XiJ 
y «'.-l)'. Os-ll, Üi-fc 
I E',-E'. Ei-Ei El— E, 

S'i?)'. Sj9i SiS, 
+ 5'i-l)'i fc-», Üi-l), 
E'i-E', E,— Ei Ei— E, 
Setzt man bei der Entwickelung der Determinante iinks 



%^ 



S',1)', 1,9, S,9, 

'', + !)'.-l)'i l).-l)i 5i-l)! 

E',-E'i Eb-E, Ei~E. 
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^Ss. ^!>di> ^1% heraus, und wendet die Regel Art. 27, Sa) 
aa, so erhält man sogleich als Werth der Determinante links 
■ — ®^; es lautet daher die linke Seite dieser Gleichung — ®3^. 
Setzt man rechts in der den Coefficienten Ton /^ bildenden 
Determinante, welche einstweilen kurz S' heisaen mag, iE'a^'s, 
9'2"~^)'3i E'ä — Es heraus, so erhält man 

K' - S-,ff,[(E,-&)(l|,-»,)-fe-E,)(tl.-t|,)] 
+ (»',-»'.) [X,a(E.-E,)-»,a(E.-&)] 

oder e'--I',g)-,[(E,-E,)(l,,-W-(E,-E2)(9,-9,)]: 
- W,-5',) R9'i(E,"E,) - X,a(E,-E,)l 
+ (E'.-E',)[X.I)i(ll.-y~S.a(l).-l!i)] 

oder nach Art. 27, 8a), 9«) 

e' = - ® • K'.gl'a-C?'.-^'») -^Ei + (e'.-e's)- ®- 9i 

Ebenso findet man den Coefficienten von s'^ und von z'^, und 
hat somit Sj, ausgedruckt durch /j, s'^, s'^. Auf gleiche Weise 
erhält man s^ und Sg, durch die neuen Ooordinaten aus- 
gedrückt. 

Gfenau auf dieselbe Weise traneformirt man die Ooordi- 
naten ^k einer Geraden p auf ein neues Dreieck, dessen Ecken 
G't durch die Gleichungen bestimmt sind 

Gi EEE y't\) + aiis — 1 = 0. 
Auch hier heisse x'ry's — x',iir ^ X'rY's, 1&) 

und es sei X'r Y\ + X; F, + X; T, = B' . 26) 

Die neuen Coordinaten von p heissen ji. 

Setzt man zur Abkürzung, analog Art. 23, 5ß), 56) 

lr%-i,^r^%%, i.^r-h-^i.'^X^r 3ß) 

airj/ä — «ij/r =' XrK, i^ij/r — a^rj/s = X i^r, 3fi) 

so dass, analog Art. 27, Iffl), 16) 

s;^, = ~ JE.?);, 4a) x; y. = — x. r; 46) 

ist, so hat man daher die Transformations-Gleichungen: 
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2, - i-- ■ [(«■>9'»+i.?)'i-S.ff=y,+(I',9'.+S.9',~«J',)2. 

+{öEw,+i,?)'-x,9',y,] 

», — |,- ■ [(l-,9-a+s,?)'i-Si?)'.X.+(X'.9'.+S.S)',-»,9'.)/, 
+(r,j)',+3e,?)-.-x,g);)^.] 

+(rj',+3£,g',-2e,9',)/,] 

i,-5i-[(x',r.+z.r,~z,r,)i'.+(z',r,+z.r,^z,r,)i-, 

+(2',r,+z,r,_x,r,)s' 

ä,-Jf .[(x',r,+x,y,-z,r,)j',+(X,r,+x,r,_z,r,)i- 

ä,-i.[(x',r,+x,r,-x,r,)i',+(y,r.+z,r,~z,r,)j' 
+(z',n+i,r.-x,r,)8- 



6») 



5S) 



Transformirt man umgekehrt von dem neuen Dreiaeit g'ig\g\ 
oder dorn neuen Dreieck G\Q-\G\ auf das ursprüngliche, so 
erhält man ehenso die Transformatioia-Gleiehungen: 

+ (S.a + S,9'.-X,?)'.)2,]; 
-T-[(S.ft + 3J=r>-3£.W». + (3E.a + 3£.g',-3e,9',)«, 

- ^ ■ [ftS. + s.!)',-s,w«. + (3£.a + 3e.?)'.-s. W% 

+(i,a+3t,a',-s.g',)«,]; 

+ {z,y,+x,r,-x.ro8,]; 
-i-[(x,r.+x.r,-x,r,)i, + (z,r,+z.r,-2,r,)j, 

+ (Z.F,+2,r.^X,r,)8,]; 

+ (x,F,+x,r,~x,r,)8,]. 

Man erkennt sofort folgendes Bildung sge setz: In den Werthen 
von Sk, i*, 5a), 56) erhält man den Ooeffieienten eines /*, j* 
aus dem Ooeffieienten des vorhergehenden s'k, J*, indem man 
die ludices der gestrichenen i£, ^, X, Y in cyklischer Folge 



66) 
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4 t S] 0" __ 

um 1 wLiter i ilI t 1 e mgestiK heuen \ "") X, Y aber un- 
verändert laast man eihalt femei den Ooetficienten eines 
i \i m einem * jj indem mui in di'm lusirucke für das 
voihergehende t Sj in dem Ooefticienten demselben 4, ä* die 
Indiees der unge tricht^n^n 'k,^ \ I m cyklischer Folge 
um 1 ■weitei rückt die geutrichenen ^ Sf] \ Y aber unver- 
andeit Ubst In 6«), ib) findet das Umgekehrte statt. 

In 5a), 5b) haben ferner alle Coefficienten von ei, ü "^'^ 
Form 1'.% + ^pdr-^%, Xr, -\- X^r,~X^Y'„ wo r, s 
zwei cyklisch auf einander folgende der drei Zahlen 1, 2, 3, 
and p eine beliebige derselben Zahlen, welche also auch 
dieselbe sein kann, wie r oder s, bezeichnet. In 6«), 66) 
haben unter gleicher Annahme alle Coefficienten die Form 
^r^ + ^Sp-^'-Wp, XrY, + X^Tp—XrT;. Nun entsteht 
ein Ausdruck von der Form Z% + 3cj,% — -£p^',, X;r; + 
XpY'r — XpYl offenbar dadurch, dass in der Determinante 
3)', ly die Elemente j';, t);, x'i,y'i, wenn t die dritte auf 5 
cyklisch folgende Zahl ist, mit j^,, t)p, Xp, y^ vertauscht werden, 
und ein Ausdruck von der Form X^g), + li,% — 'S.r%, XrY, 
+ XgY'p — XrY'p entsteht dadurch, dass in der Determinante 
S), Z) die Elemente J;, t)(, Xi,yt mit 5p, t)J,, x'p^y'p vertauscht 
werden. Setzt man nun, um dies zu bezeichnen, zur Ab- 
kürzung: 

^'r%-\-^S^'^%^'^'^M X'rr, + XpY.-XpT,=I(„^lh) 
^r%+m'p~^.%=%i>, 8a) XrY,+Xa'p-XrY'p=I),^, 86) 
so lauten die Transformationsformeln 5a), 56), 6a), 66): 



©' S, + 21' , 



«-^0 



.[s 









9o) 
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^ 


® 


d 


1 


l 


i = ^iT ■ 


s 


t = ^y 


h 


1 

3 ^ jT) ■ 


wo also S'j 


, IT,! U. 


und ©21, I»3i 


u. s. w. n 



^-■[s„«, + a.., + s„»,];| 

"S)„2, + »„S, + S)„2,,]-, ! lOl.) 

[S„2, + ffij,s, + »„%]; J 
[A.i, + A.fe + Ai!.]!) 

[ö„ä, + A,ä, + .ß»i:.]i 1«) 

[A.i. + A.ä> + A.äa];J 

a. w. nicht identisch ist mit SS'jji -^12) 
, nicht identisch ist mit ®js, J)^^ n. 8. w. 
29. Zwischen den Ansdrüclten Sl^, S)/p, D,j„ DJ^, Imden 
nun eine Änzalil bemerkenswerther Beziehungen statt; hian 
hat nämlich folgende Gesetze : Wenn r, s,t je eine der Zahlen 
1, 2, 3 bezeichnet, ist: 

Sl„ + »., + ®» — S; 

»;, + »;, + »', — s'; 

Ii,x + -D, + a, — D; 

a) »„ — »« = »;, — s;,; 1 
s) ®„ — 2,. — »;, — %,; \ 

o) s;. — »;, — s„ — s„; 1 
S) K, — »;. — s, - s,.; I 

0) I>„ — D„ = Ä, - TJ'„; 1 
S) fl„ — »„ — I)'„ - Ä; ) 
0) J>;, — D,, — I)„ - D„; ) 

b) Ä, — Ä, — Ä - -ö..; I 



0) »„ 


®. 


-a„ 


ffl.. — B ■ ®;, 


S) »,, 


S. 


-»„ 


®^ = ® ■ ©;< 


0) »;. 


»i 


-»;, 


s>; = ®' ■ ©,., 


b)»;. 


s;. 


-s;. 


®;,. = s' - ®„ 


o) D„ 


a 


- D„ 


■D.-=J>-J)„ 


t) B„ 


j>. 


-Dr. 


. D., _ B . a 


a) Ä 


Ä 


-v« 


B. — B-I),, 


b) H-, 


u. 


-V„ 


V,— V-D„ 



lo) 
lo') 

li) 

U') 
2ii) 

•2d) 

2S) 

2J') 



3o) 



3a') 



3J) 



36') 
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.-=0; 

,— »■!! 

• n, — 0; 



■D 



a) s„ ■ v„ + B„ ■ s;. + E,, 

o) %'„ ■ 3>„ + a;, ■ %, + »;, 

b) s;, ■ s„ + b;. . s., + s;, 

a) D„ ■ a, + D„ ■ JX, + I>„ 
B) D„-J)„-\-'B„-V, + I>n 
a) Il„ ■ D„ + D„ • D. + A ■ a, — 0; 

0) El®,, + Ei»,- + E.®!- = s:^S; I 

0) E',»V + e',»',.- + e',»V — S,»'; 1 
6) 11', »V + ll-,BV + t)'s®V - ^rV; I 
a) a!,A, + a'sA- + «. A' — AI>;\ 
») »,A, + ». A- + ?.A, - ä/^-ö;] 
o) ;e',II'„ + ai';!/;, + 3;',B'„ — XrO; 1 
6) »'.■ÖV + »■>»„ + s'sA,, - J.B'; 1 
Wenn femer r, s, t, bezüglich eine der Zahlen 1, 2, 
cyklischer Reihenfolge bezeiehnen, so ist 

x,%w„ + i,a»-, + 3e,affl;, - K% ■ »; 

JE",®'.»,, + 3t'j9',3>r, + X',g',S)„ - X.% ■ »■; 

x,r,n., + x,T,ij'„ + z, r.a, — x',r,-D; 

X\ T,D^ + X', r,D, + X\ T,D„ — X, Y,-Jt; 
und 

«) (E,-E,)Sln + (E.~E,)S);a + (E,-E,)S>',-(E;-E'.)»; 
4) Ö,-«», + (11,~ «.)»;, + (1),- H,) B-, - W-« S"; 
1) (E',-E',)»r,+{E's-E',)®«+(E',-E',)».,=(E.-E.)E' 
») (l)'!-W3>„+(l)',-tl',)E,+(!l',-!l',)S,-(tl.-l).)»' 

0) {i<i-i,)i);,+(i,-«,)a,+(i,-iji);,-(«;-i»;)-D^ 
6)(!/«-!(.)ßi+fc-s,)B;,+(j/,-s,,)B;,-(j,;-s;)D; 

6) (!/',-!/'.)A,+ (!f's-?',)-D„+0-,-!<-,)a, - (!/ -!/,)7)- 
Die Beweise sind folgende; 

Zn In). Nacl, der Art. 28, 8i>) gegebenen DeRnition 



4<i) 
4(i') 
4S) 
4S') 
6«) 
6»') 
6S) 

r,y) 

!, in 
6a) 

e») 

66) 
Sil) 

7«) 
■ 7»') 

VI) 
1 J'O 
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3),, + SD. + 1),, = X,3), + %% — X.'g, 

+ x,t). + s.g; - Xr% 

Man sieM also, dass 3)^1 + ©^i + 3)31 = 33, ^^ + ®äa + 
S533 = 3)-, 3),3 + S53 + Sgg = 3) ist. Ebenso ergiebt sich 
die Beziehung la'j unter Anwendung von Art. 28, 7«), und 
IS), 1!/) aus 8S), 76). 

Zu 2o) 0). Nach 80) in Aj-t. 28 ist 
3)„ - 33,., - (X.a + «,»-!,») - (S,8, + !,?);-£») 
- i,» - S.% ~ X.» + «.». 

Nach 7«) und ia) daselbst ist- 

d;; _ »;., _ (S.9 + E» ~ E») - (E» + E?). -~ SB.) 
= EU, - Eg, - x;g., + Eg, 

oder nach Art. 28, 4a) 

s;, — sj;, _ — es; + Eg; + es; - eh;. 

Es ist also a,. — s„ — s;, — 3);.. 

Ma,n hat also die Sätze: ®jg — ©^3 = 3)'jg — 33'j2 , 3)23 — 3)g, 
= a'aj — 33'ä3, ©31 — 3I32 = 3l'32 — ©'31. Ebenso erhält man 
2a') a) aus Art. 28, 7«), und mit Benutzung von 8i), 7fc) die 
Beziehungen 2S) a), 26') a). 

Zu 2a) b). Nach Art. 28, 80) ist 

®„-3),. _ (S.9, + E9;-3E.!);) - (Eg, + x.v.~^.%) 
_s,9;~Ej);-E9; + E?):, 

und nach 7«), 4a) 

a;,-3);. = (ES + Ea-Eft) - (E»; + Ea-Eft) 
_s;g),-ES),-Ea + Eg, 

oder nach Art. 28, 4«) 

also 2)„ ~ 35rs = ®« — %'■ 

Es ist mithin: Siu — Sja = S^'^g— Si'k, ®ii — ®,3 = ©'aa— S'sv 
®a3 — ®2i = ®'3S — ®'9i> ®22 — ®2a = 35'n — ®'i37 ®33 — ®3i 
= S'aa— 35'ai, ©33 — ^32 = ®\i— ©'ig. Auf analoge Weise 
erhält man 2n') b), 2?*) i), 2fi') I)). 
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Zu 3a) a). Es ist 




„■B.,-®,r®..— 


1 h d; 
1 j. 11. 
1 h >), 


1 fc i), 

1 6 »). 


- 


1 s; «; 
1 f. 1), ■ 

1 !. 1). 


1 s, «,■ 

1 & »; 

1 E. l). 



oder, iiacli der Multiplications-Regcl der Determinanteo 

i+e,e;+m; i+es+w i+e'.e.+«;i). 

»„!B.,-I>„S,.= 1 + E,E.+M, 1 + &e'. + «* 1 + E.E.+M. 

1 + E,E. + M. 1 + E.E'. + 1).«; ■ 1 + El' + 1/ 

l + ErE'.+M'i l + E* + l)W 1 + 65 + 1)«; 

~ 1 + E,E,+ 1)* 1+E,e',+M; 1+E.E.+M. 

i+s*+M. i+s;ei+«'* 1+E.' + !1.' 

Entwickelt man diese Determinanten, so liebt sich die Hälfte 
der Glieder, und es bleibt: 

»„d,„-»,,»„_(i+e,e.+i),i).)[(i+e.e;+!i«(i+6e;+m;) 

- (i+E:E.+i);t)i)(i+E.E;+M;)] 
+(i+E*+ti.ti.)Ki+E;!<+*)(i+!.E;+9,i);) 

- (i+e.e;+m;)(i+e.e;+m;)i 
+ (1 + E." + «.') [(1 +srE;+M;)(i+E.s;+M;) 

- (i+e,e;+m'.)(i+e.e;+m;)] 

■ 1 + E* + !)* 1 + E*+M; 1+E*+M'. 

— 1+S.E.+M. i+e.e;+m; i+e.e'.+m;. 
i+h'+if i+i.e;+m; i+5e;+iw 

1 E,- IJ, 1 El >)• 
— 1 S, 5. • 1 E, t)', 

1 E. i). I e'i ij; 

— SD ■ »;,. 

Mau hat so die Sätze: ©j^-®^^— S)^, 

= S) ■ S)'i3- Die analogen 
sprechende Weise. 

Zu 3o) b). Es ist 

1 «;■ i;; 

B„35, — !B,.iB,,— 1 E, t|. 
1 E. 11. 



B,,»!,— H 



®^2 = ^ ■ ®',3, ®^i®i3 

»„S)j,— S)„»„ 



Sätze ergeben sich auf ent- 



1 E, H, 

1 1 d; 

1 E. ». 



1 e; !)■. 

iE.«. 
iE.». 



iE.», 

1 E. o;. 

1 E. 9. 
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®^rS),,— ®^,®,„.= 



jgefillirten Multiplication der Determüianten 

1 +£*+.»* ^+i,i+n',>)'. i+£*+i!;i)i 

1+M. + M. 1+J*+W; 1 + E.S.+M. 
l + M.+M. l + Ä+Ä 1+!.' +1!.'' 

i+e.e;+m; 1+!*+« i+ji+!i;* 
i+M.+i)* i+E;j.+9;ti. i+M,+M, 

1 + J.S.+«,* 1+E*+I);* 1 + 6' +1), 
Entwickelt man die Determinanten, so liebt sich aucli hier 
die Hälfte der Glieder, und es bleibt 
S)„»,-a„S),-(l+Mi+M0[(l+E:E.+t)M(l+E;E.+9'*) 

-(h-s*+!);!i.)(i+e.&+m;)j 
+(i+e*+m<)[(i+e;e.+i)'*)(i+s*+m;) 

-Ci+ä.+ft)(i+E*'+M;)] 
+(i+e.'+i).')[(i+e,e^+!i*)(i+m;+m;) 

-(i+e*+m;)ci+e*+«;i).)j 

i+&e;+m', i+E*+ii,ti; i+s,E.+9*| 

-|i+E.s;-+v* i+s*+m; 1+E.E.+M, ! 

|l+E.E'.+ft* 1 + E<e; + »; l+Ei'+l)," ' 

1 E, »J 
-|1 E. t). • 

IE.«.', 
— S) ■ Si. 
Es ist also S^i^äs — ^132)31 = 2)- ©'gs, %s2)3a — ©33^33 
— » ■ S'u, »äs^i, — S>j,S>,j = Sl • 3)'„. Die analogen Sätze 
3«') 6), 36) 6), 36') 6) ergeben sich ebenso. 

Zu 4a) fl). Diese E«gel ergiebt sich am einfachsten auf 
folgende Weise: Nach 3a) a) hat man die beiden Gleichungen : 
S)„S)ö — ®«S),i = ® • 3);.; 
©^33,., — ®(ä3).^ = 3) ■ ®;,; 
Eliminirt man aus derselben ©„, indem man die obere 
mit %rr, die untere mit S)^ multiphcirt, und beide addirt, so 
erhält man 

- S)„(E„3)„— »„»„) =. S)(S„5D;,, + !B„ ffi;.). 
Nach 3ö)6) ist aber ©«©„ — S,,.©^, = S- 2)L; also lautet 
die Gleichung 



1 E'r Ij; 

1 i, li 
1 E. «H 
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Art. -29.] — 103 — 

oder, ila % nicht Null ist, 

s,,®;, + D,.»;. + b„!b; — o. 

Es ist demimoli D„S'i, + S„®'„ + S,,!)',, — 0, »„»'„ 
+ »isWs, + S,,»',, — 0, »sjS'j, + »„»'ii + E„S)',, = 0, 
Dj,®',, + D„S)'„ + »,-,»'„ — 0, %ß)\i + S„S)'„ + Sl„S'„ 

-= 0, ©asS'ga + ®3i©'aa + %®'ia = 0. Ebenso erliält man 
die Sätze 4«') a), 4&) a), 4fe') a). 

Zu 4a) b). Nach 4«) a) ist auch 

%,%„ + %„'SS„ + S)„S;. = 0; 

%,v„ + ffi„s;, + »,.a', = 0; 

_ {%„ + s, + »„) b;., + (si„ 
+ »,+s,.)ii;,+{»„+sia 
+ e,.)e;,. 

Nach la) ist aber ®„. + ®,,^ + 3),^ = ®, und ebenso ®,-, 
+ ©., + ®b = a, %„ + 3)., + a« = ®, also ist 

S),,®;., + 5d„!b;, + 3,,®;, — s (s;, + s;, + ay 

oder nach la) 

3),,s;, + »„»;, + ®,,s'„ ~ B ■ »'. 

Es ist demnach »„ S'„ + S),, S'„ + S„ E'„ — S S)'; ®„S'„ 
+ S)js»'„ + S„ »'„ — tstS; Sjiffi'js + ®„B'„ + »j,S)'„ 
= ®.Sl'. Ebenso ergeben sieh 4ß)6), 4&)b), 46') b). 

Zu 5(()a). Es ist 
EjS„ +£,»„+ J.,5),,-E,{X, a+S»-«») + & (X.?),+3£,?); 

~i,3);)+s,(x,9,+s,9;-3E,g);) 

-s,aE.+s,a&+3£,!).6+Ei(s.D:-x*)+&(s*-s*) 
+E,ftg;-s,ffi.) 

oder nach Art. 27, lOa) a) 
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— 104 — rAvt. 29. 

e.s,,+e,®,,+&3,,-!;,(s,9;-x,9;)+e,(i,9;.~i.b;) 

— Eifel)'— E'.*-Eil!''+E'*)+!;.(Eit)''"!'«i 

-£,1)',+S'*)+E.(E.I);— e:*-Si*+&1!,) 

= e;KJiI|,-Ei1),)+(EA-E,»i)+(e,I),-S,!),)] 

= Er-35 

Es ist also EiS„ + Ei»!i + Es»» - Ei^l, 5,3)„ + !,S„ 

+ E.»s! - E'j», El®,, + E,®„ + El»» = E'.S- Ebenso 

erhält man 5([')a), 5&)a), 5&')a), und desgleichen 5a) b), 5ß')6), 

5J)i), 56') b). 

Zu tia) q). Es ist nach Art. 28, 7a), 4a) 

+ 3e,?),(Kj); + Ka-sa) 

= SDKSJ. + S, a + S, 9 J + XMX'.V, - E9.)+x.acKa 
-s;9,)+x.S,(S*-x;a) 

oder 3£,aS>', + SaB.S^i + S,a®'„ 

- Sa; . S> + I,a (£9, - £9.) + S,9. (EB, - K&) 

+ x.D,(x;a~Kg,) 

_ ss; ■ D + i.,a(E;i)r-E, ();-&!), + ei« 

+ Sei)i CElfc-E,?;-!;«! + Erf) + i,% tfiSi-SÄ-EÄ. + Sj© 

- s.% ■ »-(e;-e;)(s,b.i).+3£.8,i),+3e,9a)+(ii;-i);)R8,e, 

oder nach Art 27, lOo) +^SA + ^,%h) 

S,9,»^i + X,a®^i + SiBÄ — ES ■ Sl- 
Es ist also X,a!D'„+S,aS'„+I,aS'„-X',9',-S), «sa^'a 

+ 3E,as>« + S.9.»'» = x',?)-,-», x.a»'.. + Ea»=. 

Ebenso ergeben sich die übrigen Sätze 6). 

Zu 7o)a). Es ist nach Art. 28 7a), 4a) 
(E, - Es)»,, + (!, - E,) K, + (E, - !,)»;, - (h - !,) (ES 

+Ea-Ea)+(E,-E,)(E9;+Ea-Ea)+(E,-E.)(E?); 
+s;a~s;a) 

oder, da sieh die Glieder mit Sj^i annulliren, 

(E>-E.)»'r, + (Ss-E.)»^ + (E,-E,)S>;, 

-(E,-E.)(Ea-Ea) + (E,-E,)(Ea-Ea)+(E.-E.) 
(3£;a-Ea) 
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--(e;-e;)[(£.-6)!1i+(j.~ei)')>+(si-&)w 
+ (i);-i);)[(6-E8)Ei + fe-s,)j, + (si-eJej 

oder nach Art. 27, 4(i)fl), 3a) a) 

(s,-e,)d;. + (s,-EO»n, + (e, - E,)»:,, - (&-£•.)»■ 

Ebenso ergeben sich die übrigen mit a) bezeichneten Regeln 
in 7); die mitb) bezeichneten unter Benutzung von Ärt.27, 4«)b), 
3o)S). Es ist also (r,^I,)»'„ + (Ej-Ei)»',.+fe-E,)S)'iB 
- (E'i-E'.)», (E,- E,)»'« + fe-E,)5B'= + (El -&)»■» 
= (J'.-S'i)», (E,~E,)!B'.i + ih-hW» + (!,-&)»'» 

-(e'.-e',)»- 

Stellt man die bewiesenen Regeln i 
so lautet dieselbe folgendermassen: 
S)„ + Sil + »11 — S; 



»u 



- s„ + a,, — S); 

- Sii3 + Säa = ®; 



S)„ — »„ — E'„ — S\.; 
®ii — *ii ■= ^'a — SJ'iii 

»II - »1. - *>'» ~ »'»; 

, ®,j — »„ — Sl'ii — »',,; 

»„ — E,, — »'„ — »'„; 

®ai — Sj! = S'si — S'iii 
i ®32 ^ 3)g5 = ®'ja — ®'n; 

1 »s> — ®si = S)'n — »'«; 

3)ijS333 — Sia^ai = ® ■ S'ga 

® As ~ ®13®23 = ® ■ ®'l3 

©laS)^! — S)ii©s3 = S) ■ S)'gt 

, S,iJ),s — »„S,, — E ■ S'„ 
, »„3),, — %!%> — S • S'i, 

I 2)23®31 — Sjl^gg = 2) ■ Sl'a, 

, S^ai^ii — ®32®,i = 3) - S^'g, 

, S„S),S — E3S®,3 — »■»'„ 

, 21332)^1 — Stsi^ig = ® ■ S)'si 

«j ®ii®'ll + 2)j 

61 »„S',1 + », 



einer Tabelle zusammen 
Es ist 

„ + »'„ + »'„-.»'; 
®'„ + »■„ + II',. — »'; 

3)',3 + 

— S„ — »,si 

- »„ - Si,; 
=. »„ - S),,; 



S' 



%' S)',i — a' 

6,' B'„ - 
«>' a'.i- 



3)'„ 



,.: 



~V 



i; »'i,S)'„- 

c,' B'„S',i— S'iiS's 

Ca' S'23®'si— ©'21®'. 
V Sl'giSJ'is — 3)'33®'i 

c,' S'„S'„— S'jiSl'i 

gl + ®i3 25'gl = 21 • 2 

,, + Si,B',, — 0: 



■®'iä®'äi=®' 
S)',,»',,— »' 



III) 



Ci 



B'ii + »3!®'ii + Ab®« - 



^0; 
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s„a',. + 5)„s)'„ + »„!)■,. 


= 0; 


S)„S>-„ + S)^E'„ + S^S)-„ 


— S-E' 


s„a-„ + »„s'., + s„»'„ 


— 0; 


a„sB'„ + a„»'„ + B„s'„ 


— 0; 


%S)'i3 + 3322®'g3 + S^sSl'gg 


— 0; 


»„S'i, + »„»'s + Ss,S)'s, 


-»»'; 


S'„Ii„ + »'„»„ + S'„®, 


_ ®-2; 


S'si^ii + ®'äa®3i + ®'ai®8 


— 0; 


2)V®ii + a'aaSJji + S)'53S3 


= 0; 


S'„S„ + S)'„»„ + S)'„Si, 


— 0; 


»•„E„ + 3)',jS)„ + B',,ä), 


-S'D; 


E's,E„ + S)'„Sl„ + »'„ffi. 


— 0; 


©V^^lS + a'lsSgg + S)'i3®^ 


■=0; 


a'si^lS + ^'2S®S3 + a'sfl^S 


= 0; 


D'„®„ + s',ia,s + »','.%. 


-S'S. 



IV) 



E,»,i + &%, + E.».! - E'i 
E,»„ + E,3)„ + E,E„ = E', 
Ei».s + 6Sis + 6S)„ = j',E: 

, !),»„ + l),Il„ + (,E„ — I)', ® 
, l),S„ + l),S„ + !),»„ ■= «',»; 

E'i5DV + E'a^'ai + j'sS'ai = Ei®'; 
V S',»',, + e',»'» + £',»'» = E.S'i 
«.' S'.S'i, + E'a»'» + E's»'» - &»'i 

>)\'^'u + l)'!®'n + O'sS'bi — l)i®'i 

9'lS)V, + V2®'22 + 9'3®'33 = 5"®'; 



« X,?),E'„ + 3£,9,S)'„ + 1,9,®',, = S',?)',»; 
S S,g,S)'„ + I,a»'22 + X,S,E'„ — X',9',ffi 
c S,8,S)'„ + S,8,»',! + 3£,g),S'„ - S',!)',»; 

o' 3E',9',S)„ + 3r,9',»„ + ä:',^',®,, — s,a,®'; 

y 3£',S)',»„ + 3[,'9',S,2 + 3£',?)',I>„ = Sa^a'; 

«' 3e',a',a„ + i',9',a„ + 1',9'2»„ = »',92»'. 



VI) 
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i fe-Ss)^'3i + {%z-itWs, + {h-h)'^\, = (£'i -s'.)®; 

> (9.-t)3)®'ll + (t)3-l)l)^'lä + (9l-y®'l3=(?'.-9'3)Si 

ä (9. - %Wu + (^a-y ^'»a + (t)i - t)2)®'33 = (9'i-tl'2)® 
,' (E',-S',)®n + (e'3-e'i)5Di2 + (S' -E'2)®i8 = fe-&)®' 

2 (9'.-?'9)Su + (^'3-t)'l)®i3 + (9'l-9's)®i3 = (?2-t)3)®' 

; (9'2-9'3)% + (9'3-tf'i)®.3 + (9'i-9'.)S),3 = (^9~iij)®' 

Genau ebenso, nur mit lateinischen Buchstaben, lauten die 
entsprechenden Regeln für trimetrische Linien-Ooordinaten. 

30. Während die in Art. 23, 9«), 9J) aufgestellten 
Gleiebungen des Punktes in Punkt-, und der Geraden in 
Linien- Coordinaten offenbar nicht homogen sind, lässt sich 
umgekehrt mit Hilfe der dort aufgestellten Sätze 7«), 8a), 
76), 8&) der Gleichung der Geraden und des Punktes eine 
homogene Gestalt geben, wemi man sich bei ersterer der 
Punkt-, bei letzterer der Linien- Coordinaten bedient. Es sei 
nämlich die Gleichung einer Geraden 

so erhält man, indem man für y,'x, 1 die Werthe Art. 23, la), 
Sa) einsetzt, die Gleichung 

He9.-Ss9) + {l2%~h^2) + {W—l%)K ] 

+ [(Eii)-E9,) + (e^3 - Es?) + fetli - h^s>. 1«) 

+ i(h^2-tM_+ fe^-E^ + (S9i~Ei^)]23 = 0.) 
Man bemerkt sogleich, dass der Coefficient von s^ dadurch 
entsteht, dass in der Determinante ®) Äri 23, 4ai^, ^j mit 
E, \) vertauscht sind, dass femer die Coefficienten von %, Sg 
aus derselben Determinante hervorgehen, wenn man £, t) an 
die Stelle von bezüglich jg, ti^, jg, ^g setzt. Muttiplici rt und 
dividirt man den Coefficienten von ^^ mit fetla — Sa9i)l'£M^j 
und entsprechend die Coefficienten von s^, «3, und dividirt 
man dann noch die ganze Gleichung la) durch ©, so nimmt 
der Coefficient Q von s^ die Form an 



VIT) 
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Ei^zii^Ä 

' (Elfe— Eä^i) + (Ea^s-Sa^ä) + te«i— El W 
Nach Art. 21, 5a) ist aber der aus den beiden ersten Factoren 
gebildete Auadmek niebts anderes, als die Höbe, welclie in 
dem von g^, ffg, p gebildeten Dreiseit G^K^K^, Fig. 11, von 
Gj auf p gefällt ist, oder also die dort mit tD^ bezeiclmete 
Länge. 

Der dritte Bruch ist nach Art. 21, Öa) -, wo 

hl die von Gi auf <j^ gefällte Höhe im Dreieck G^G^G.^ ist; 

--=^=^^ ist aber nach Art 21, 3a) die von auf ij, ge- 

y&' + J'i' 

lallte Senkrechte r^, mithin lässt sich der dritte Bruch schreiben : 

-^- Der letzte Factor j/g^ -\- t)^ endlich ist nach Ai-t. 23 

— , wo r das von auf p gefällte Loth ist. Es lautot daher 

der Coei'flcieiit C^ 

oder, nach Art. 23, Ih) 

und analog die Coefiicienten von gg, «3. Mlui kaim daher der 
Gleichung 1«) die Gestalt geben: 

|;-ä... + ^i,% + if i,%-o. 

Erweitert man den ersten Bruch noch mit g^, den zweiten 
mit (72, den dritten mit f/^, bedenkt, dass gy\ = (/2/ta = g^^h 
der doppelte Inlialt B des Dreiecks GjG^Og ist, und raulti- 
plicirt die ganze Gleichung mit D, so nimmt sie die Form an: 
Änäi'ä^i + 9i'^2h^2 + ffshhsh = C. 2a) 

Eine andere, mehr geometrische, Ableitung dieser Gleichmig 
ist folgende: In Fig. 11 ist offenbar 
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Art. 30.] — 109 — 

Da Bi]n 1U| II m^ II Wg istj hat man sogleich 



i,(?, — -j-^j-'J/ii Jf,e,— ^,1^^ ■<;,; SiSj — -j-5— • 

Nimmt man nun auf ß einen Punlit P an, so hat man, weil 
A J, M, P c\> A y, ff, ff, oder <vj A JT, A, (J„ da ferner A ÄjiMiP 
~ A K^Nfi, oder cv A K,N:ß„-<mi da A K,M,F ~ A K,Nß^ 
oder ~AJE",if,ff, ist, 

Ä',P-. -j-*-- ■ 1/,P; Jf,P— — ^—M,P; JfjP — ^-^^ • *j^- 

Nun ist aber ilijP= — w,, ili^P = ü',, JügP = «Cj, also 
hat man 

Femer ist K^P—K,F=K^N,—K,N,, K^F + K.^F ~ K,N^ 
+ K,N„ K,F + K,P—K,N, + K,N„ oder nach t) und tt) 



-y^'-on,-».)' 





'"' Vn" Cm ir>^- 




ü,-TO„ yi''^ ^^^ ^■'> ' 




''^ ■!■ '"- Tr* ^ Cm m 'i^ 














3 + 


^"isr-»'-T^=Bri'^" -'".-»=)■ 



Multiplicirt maii die zweite dieser Gleichungen mit li),, und 
Buhtrahirt von ihr die dritte, nachdem man dieselbe mit Wj, 
moltiplieirt hat, so erhält man 
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Multiplicirt man diese mit Wj, und aubtrahirt sie von der 
ersten, nachdem man diese mit lUilDg multiplicirt hat, so 
erhält man 

oder, nach Art. 23, 2a), 2h) 

fhniVi + di^h^^h + Q^r^ng^ = 0, 

oder g^niA + S^nhh + dt^liA = 0) 

welches die Gleichui^ 2a) wieder ist. 

Ist femer die Gleichung eines Pmilttes P 
P=?/5 + a;j- 1 = 0, 
so erhält man, indem man für 5? %, 1 die Werthe Art. 23, 
11)), 8b) einsetzt, die Gleichung; 

[(xy^-a!,y) + (x2i/3—'^V2) + {3^y—^h)']h I 

+ ii^iy—^yi) + (^?/g~%«/) + fe«/i — a'i«/3)]äa 1'') 

+ li^iViL — ^iVi) + {x^y—xy^} + (3^1 — 3^1»/)] fe = Op 
Auch hier sieht man sogleich, dass die Coefficienten von 
hu ää' äs dadurch entstehen, dasa man in der Determinante D 
Art. 23, 4&) bezüghch a^j, j/^, x^, «/g, «3, ^s ™i* ^1 V vertauscht. 
Denkt man sich in Fig. 10 P durch gerade Linien mit den 
Ecken des Dreiecks G-^G^G-^ verbunden, so sieht man aus 
Art. 21, 66), dass der Coefficient von j^ der doppelte Inhalt 
des Dreiecks G^PG^ ist, dessen Ecken die Coordinaten x^,^^, 
w, y, x^, f/g haben, dass ebenso der Coefficient von ä^ der 
doppelte Inhalt des Dreiecks G^PG^, und der Coefficient von 
jg der doppelte Inhalt des Dreiecks GjPGg ist. Nun ist aber 
auch der doppelte Inhalt von G^PG^ =i'iWi> der von G^PG^ 
= g^w^, der von G^PG^ =^3%. Man kann daher die Glei- 
chung 16) auch schreiben 

oder, nach Art. 23, 2a) 

ffi^^iäi + ^2*"s^2äs + 5's»"3%ä3 = 0- 2h) 

Es ist also dieselbe Gleichung 2«), 26), die einer Geraden in 
Punkt-Coordinaten, und die eines Punlttes in Linien-Coordi- 
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Art. 30,1 ~ 111 — - 

naten. Nur sind im erstereii Falle die 3 constant, die s ver- 
änderlich, im letzteren Falle die s constant, die j veränder- 
lieh. Im Folgenden soll stets die als veränderlich zu den- 
kende Grösse zuletzt gesetzt werden, so dass also '/[»'läi^i 
~l~ Oi^sith '\' J'a^sfe^s = die Gleichung einer Geraden in 
Punkt- Coordinaten, g^r^B-yi^ + Ä'"a^ä5ä + üa'^iHh = die 
Gleichung eines Punktes in Linien-Coordinaten bezeiclinet. 
Da in der Gleichung 2a) äi, l^, h ^i^ homogenen Linien- 
Coordinaten der Geraden f, Fig. 11, waren, und da in der 
Gleichung 2&) b^, s^, s^ die homogenen Puntt-Ooordinaten des 
Punktes P, Fig. 10, waren, gilt für eratere natürlich die in 
Art. 23, 96), für letztere die daselbst 9«) aufgestellte Glei- 
chung. Setzt man also in der Gleichung der Geraden 2ß), 
und in der Gleichung des Punktes 2h) kurz 

Skrkhi = Cs-, 3a) ^jnst = C(-, 36) 

so dass die Gleichung der Geraden lautet 

Ci?i + Cg^g -^ CgSg '= 0, 4a) 

die des Punktes C^Ji + CgJa + C^äg = 0, 46) 

so ist C| + Ca + Cg = D, 6a) 

Ci + c, + Cs = D. 56) 

Da die rechten Seiten der Gleichungen 2a), 26), 4a), 46) Null 

sind, können die linken je mit einem beliebigen constanten 

Factor k, f, multipHcirfc werden, so dass sie die Form annehmen 

hc^s^ + ^CjSg + kCgS^ = 0, 

Dann aber ist die Coefficienten- Summe nicht mehr D, son- 
dern bezüglich 7;D, ID. Die obigen Formen 2a), 26), oder 
4a), 46), wo Ct, Ct die in 3a), 36) gegebene Bedeutung hat, 
soll jedoch für gewöhnlich angewandt, und als Normal- 
Form bezeichnet werden. Ist die Gleichung einer Geraden 
oder eines Punktes gegeben in der Form bezüglich 
c'a + c'a^, + c\0^ = 0, 6a) c'iä, + c'sä. + c'^j^ = 0, 66) 
und soll sie auf die Normalform reducirfc werden, so stelle 
man sich jedes c, t' vor als c, t, multiplicirt mit einem noch 
unbekannten Factor 7c, t. Nun ist 
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0, + <:■, + «'. - t ö; f, + C'., + C'. _ I», 

also ^ k _ -b+jLii^, 7») 1 - iJl^Jli. 76) 

Mit diesem Factor also ist die gegebene Gleichung bezüglich 
6a), 6ö) zu dividiren, so daas man erhält 

- K'i + e, + °c', + c, -"*' + TT+t'^FV. -''«.-»' 8o) 



Ist das aus 7a), 76) sieh ergebende 7c, I gleich 1, so besitzt die 
gegebene Gleichung bereits die Normal-Form. 

Soll eine durch die Gleichung 2a) bestimmte Gerade p 
construirt werden, so hat man offenbar das in Art. 24 an- 
gegebene Verfahren zur Construction einer durch die dortige 
Gleichung 16) repräsentirten Geraden anzuwenden. Ist die 
Gerade j) durch eine Gleichung von der Form 4«) bestimmt, 
so berechne man zuvor aus 3«) die Wei-the von ä*, indem 
sich ergiebt ^ 

Ist die Gleichung der Geraden in der allgemeinen Form 6«) 
gegeben, so reducire man sie zuvor auf die Normal-Form, 

Soll ein durch die Gleichung 26) bestimmter Punkt P 
construirt werden, so bediene man sich des in Art. 24 an- 
gegebenen Verfahrens zur Construction eines durch die dor- 
tige Gleichung la) repräsentirten Punlites. Ist JP durch eine 
Gleichung von der Form 46) bestimmt, so berechne man 
zuvor aus 36) die Werthe von tiSs;, indem man hat 

Ist die Gleichung des Punktes in der allgemeinen Form Gb) 
gegeben, so reducire man sie erst auf die Normal-Form. 
31. Es soll die Gleichung der Geraden "p 

auf ein anderes Fundamental- Dr eis eit mit den Seitoji g^, 
jedoch mit Beibehaltung des Anfangspunittes der ortho- 
gonalen Coordinaten transformirt werden. 
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Ai-t. yi,] — 113 — 

Zu diesem Zwecke wären für alle f^ und j die in Art. 28, 
9a), 96) gegel)eiien Werthe einzusetzen. Da jedoch in diesen 
verschiedenartige Grössen, S>' und If, vorkommen, sind zu- 
nächst entweder alle 35' durch B', oder alle IX durch ®' 
auszudrücken. Wählt man das letztere, so hat man folgende 
Ueberlegung; 3' bezeichnet den doppelten Flächeninhalt des 
neuen Dreiecks, ausgedrückt durch Punkt -Coordinaten x, y'\ 
derselbe lasst sich aber auch durch orthogonale Linien- Coordi- 
naten ausdrücken, und man hat nach Art 26, 1«) 
w_ ^ ^" 

Nun hat jedes j^ in Art. 28, 9&) die Form 

indem r, s, t die Zahlen 1, 2, 3 in cyklischer Aufeinauderfüige 
bedeuten; vermöge des Werthes Ton B' ist nun also 

i, - i»l4|vssi [n,i. + D',4. + n,i} t) 

Nach Art. 28, Ih) ist aber 

Bt, = (xry,— x,y'r) + {x',yr—Xryl) + ix^y'r—a^yr) 

oder Bir = {xr^'a —x'^y',^ + xA^'r — y'^ — yAxr — %). 
Bringt man nun in den Gleichungen Art. 21, 2?>) die Neuner 
auf die andere Seite, so sieht man sogleich, dass 

y'r—y. :£',(xry,—a^,y'r), ^r~^> •= %{xry\—x,y;) 

ist. Es lautet also -der Ausdruck für Btr jetzt 

Bfir = i^W^ — ^Wr) (1 ~ 'Cr'^'t — yrt),), 

oder, indem man für av, yr ihre Werthe, ausgedrückt durch 
J, 5 nach Art. 21, 2a) einsetzt, 

Dir = {xry, — x,yr) (1 -f " " * 



^{xry',—x,y',) 






oder ir,, = xr. ■ 

oder nach Art. 28, 8«) 

B\,. = X 
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Nach Art. 26, 2?)) ist aberXrI'"s = S''*''' ^^^^ ^^* ^^^ schliesslich 

Mithin ist nach f) 

»^- '^•■»•■■"g--" ^»-:^-^fr>;B„i;+.,y.s„i:,+.y,s,,i-.} 

Es lautet daher die Gleichung^^fiJiSi + (J^r^h^s +?3^3ä3% = '^i 
indem man füc (/^r^, (/gj-g, g^r^ ilire Werthe ans Art. 26, 2«) 
einsetzt 

•i. [»„/, + »■„/, + »-„/.] 
oder ^'.BVai'.B- . j.',rL.^irv / S ä' +o'KE'.>' + »'./.S) ,i-,l 

+ [«>'iS)„j', + j/-/,S)ri', + 9V,e„j',][b'„2 . + SV, + »■„2',] ! =0. 

MultipHcirt raan die inneren Klammern aus, so dass man 
erhält 

+ £''yi3>'s[3)'si®,i+®'aä®ai+®'s3^3i]+-"j =0 
und wendet die Sätze Art. 29, IV) von Oj' bis Cg' an, so 
annulliren sich alle Glieder mit Ausnahme der Coefficienten 
von g'xf'ili^'i, 9\y'iii^\^ ^'^''''ai'a^'s) welche den Werth 35'® 
erhalten. Es lautet also dann die Gleichung: 
®« S'.?l' -^C.g' .jE",?)' r , ,,,,,,,,,,,, ,1 ,, 
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oder nacli Art. 26, la) 

Drückt man umgekehrt alle ©' dureK ß' aus, so lautet 
die Reeknung folgeiideriiiasseii. Aus Art. 26, Id) folgt 

Nun ist S,'r% = ^r^'s^ls^',- 

oder nach Art, 21, 26) 



_ D' 

oder nach Art. 26, 2?.) S,'-!): = JP"^'" \ 

Ebenso ist 31',% = g/^?,^; ^'^^ = ^^1 
folglich ^' _ , ^ 

Nun hat jedes s,. in Art. 28, 9d) die Form 
oder also, vermöge des Werthes von ®' 

.,_ *^*'. [«„..; + SU + »W] •) 

Auf dieselbe Weise wie früher findet man nun mit Hilfe der 
Gleichungen Art. 28, 7«), Art. 21, 2d), Art. 21, 26), Art. 28, 8h) 

Man hat also jetzt 
oder, nach ***) 
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oder endlich nach Art. 26, 2?») 

Es lautet daher die Gleichung j/i^jj^^j + j/s'säa^a + ^a'säs^s 
^ jetzt, 

,«, '\-i)-- [«^l ä'. + B'„ i', + !>■„ 8'J ■ i- ^ ■ [s\ r\ A, «■. 
+ g,r,D„d,+s,r,D,.j\] 
oder 

tS^- |[-B'„s', + »'„!', + -0'„ä'J[»,<-',Ai»'i+ff'!'-'!A,»< 

+ [A,,s', + A„ä-, + V,,f^\s\'\D„e\+g,r\D,,i, 

+ [ö'u !'■ + A,,,ä', + i/„ ä',] [s, •■', A„ s', + g\i',II,./, 

Multiplicirt mau hier die inneren Klammern aus, so dass 
man erhält 

^. {»■■•■',iV,[A„A, + A„ A, + A„ A„] 

+ 9\'\u^{a^I>„ + iy„B,, + A„/,] + ...]- 0; 

und wendet wiederum die Sätae Art. 29, IV) von a\ his c'^ 
a]i, so aonulliren sich ebenfalls alle Coefficienten mit Aus- 
nahme derer ^oag\r\^^z\, g2'>'\'hi^\' ö'VaäVs» welche den 
Werth I/D erhalten. Ea lautet also dann die Gleichung: 

-j/lp'i^'iii^'i +/s»''2äVa +i/>'3ä>'3] -= 0; la) 

welches dieselbe ist, wie die früher gefundene. 
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Süll die Gleichung des Punktes P 

uuf ein anderes Fundamental-Dreieck mit den Ecken G'i-, mit 
Beibehaltung des Anfangspunktes der orthogonalen Coordi- 
naten, traiisformirt werden, so erhält man selbstverständlich, 
man mag alle D' durch 'S)', oder alle ®' durch ß' ausdrücken, 
wieder die Gleichung: 

jy [o'i »"'i^'i ä'i + 0\ r^z\ i', + g, r^'a j'^] = 0. lö) 

Man sieht daher: Transformirt man die Gleichung der Geraden, 
oder des Punktes, Art, 30, 2a), 2J) auf ein anderes Dreieck, 
ohne während der Rechnung die ganze Gleichung durch einen 
Constanten Factor zu erweitem oder zu kürzen, so erhält 
man die entsprechende Gleichung für das neue Fundamental- 
Dreieck, raultiplicht mit dem Quotienten des (doppelten) 
Inhalts des ursprünglichen und des neuen Dreiecks, 

Der Quotient ttj ist zugleich die Determmante oder der 
Modulus der linearen Substitution Art. 28, 9&). Heisst nämlich 
derselbe M, so ist 

ji/ii zt'„ i>;, I 
\iy,, d;, D'Ji 

oder 

M= ^v-,[D'„ (D\,I)',,, -I)',.,D',,) + D''Jß\iI>\,-I>',:J>'r^ 

oder nach Art. 29, lil) h\, Ö'.„ h\ 

M= ^ \D\, - D' ■ Ai + -ö'äi ■ ^' ■ Aa + -O'si ■ ^^' ■ A3] 

= ;^[Ai^ii + A^-^^'ai + Aü-Ö'n] 
oder nach Art. 29, IV) a^ 

M=^_-I)-D' 

also il/ = -jj'- 

32, Sind P^, P^ zwei Punkte mit den Coordiiiatcii s^,, ^^^, 
-^3ij ^lii ^i".> ^3i! "'i'l '^'^^^ ^^^ Gleichung der Geraden gesucht 
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werden, welche sie verbindet, so nniss dieselbe die Gestalt 
haben ffir^iiSi -\-ff2'''ih^2-\-i/s'^»h^i = ö- In derselben sind die 
j Tinbekamit. um sie zu finden, hat man zu erwägen, dass 

sein muss (Art. 23), und dass ferner sowohl z^, als s^^ der 
vorausgesetzten Gleichung genügen muss, diiss also auch 
sein muss 

Sieht man in diesen Gleichungen ^inj* als Unbekannte an, 
so ergiebt sich, wenn man kurz die Determinante 
1 1 1 
%i ^äi Hl = ^ 

D I Hl Hi\ 2) \ %i ^H i -D I Sil Hl I 

und die Gleichung der Geraden lautet daher 

j (^si%-%%)^i + I (%%-%%)^ä + § (MHi-HiH2)H = ^- 1« 
Dies ist die gesuchte Gleichung, imd zwar wegen 1) in der 
Norraalform. Kürzt man durch ^, so lautet sie 

(hiHs — %%)'^i ~\'(.HiH2 — HiHi)H-\^ (^n% — %%)'^s = 0. 2a) 

Sind femer zwei Gerade p^, p^ mit den Coordinaten j^^, j^b 
gegeben, und soll die Gleichung ihres Durchschnittapunktes 
gesucht werden, so weiss man, dass dieselbe die Gestalt haben 
muss <?,»'i^iäi +i/a*'ä'^2ä2+i'3^s%äs = '^- ^ dieser sind die % 
unbekannt. Um sie zu finden hat man die drei Gleichungen 
1) ?i'i^i-hi/a'-a^ä + J?3*'s33 = I>; 

3) Ä'-i^iäia +i/s'*a^aä2a H'i's'-S'S^s Jas = 0- 
Setzt man die Determinante 

I 1 1 1 
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so erhält man als gesuchte Gleiclmiig in Normalform 
^(äsifes— ä3iä32)ii + -g-(ä!iiii2— äuä32)äa+ g-(äuä)i«-äaiäi2)S3 = 0; 16) 
durch -^ gekürzt aber, 

(hiy,~hih^)h + (hik2—kih2)h + (hnh, — hxh^)h = 0. 2b) 

33, Um die Coordinaten St des Durchschnittspunktes 
zweier Geraden 

Pi ^Hi^hii^it -}-i/2nh2i^2i +i/3'"3äsi% = 0, 

ft ^i/l/-läl2% 4-^ä''2ää2«2ä +?3''3ä3S% = 

zu finden, hat man die Bedingungsgleichungen: 

2) <7l'-läll^I +J'3''2ä21^2+i'3*"3iai«3 = f, 

aus welchen für irgend eins der drei £, z. B. für St folgt 

^ 5n3^— a^är. . J^ la) 

Sollen die Coordinaten g* der Verbindungsgeraden zweier 
Punkte 

P, = 3in«12äl3 +S'a»'2%5ä3 +S'3''8%a32 = 

gesucht werden, so ergiebt sich aus den Bedingimg sgleichungeii 

1) ft'iäi + <'s*'2is-fÄn38 = -ö; 

2) ffiVuhi +!J2Vaih-^ffs'^s^sih = 0; 

Sollen die Geraden ft, i)a parallel sein, so müssen die 
Coordinaten ihres Durchschnittspunktes der Gleichung eines 
unendlich entfernten Punktes genügen, es tritt daher an die 
Stelle der Bedingungsgleichung 1) nach Art. 25, 3a) die 
Gleichung 

und es muss also der Nenner dea Bruches in 1«) Null sein, 
nämlich es muss sein 
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1 M 

hl hi\ =0. 2a) 

ha äsa äaa | 

Sollen die beiden Punkte Pi, P^ auf einer dnrch den 
Cuordinaten- Anfangspunkt gehenden Geraden liegen, so tritt 
an die Stelle der Bedingungsgleichung j/^r^J-, + r/^»'^äa + f?3)'3j3 
= J) nach Art, 25, 3&) die Gleichung 

Es muss daher der Nenner des Bruches in If"), nämlich 
die Determinante 

1 1 1 I 

0^2 ■s^sa ■^33 I 

sein. 

34. In Bezog auf die soeben angewandten Gleichungen 
3tt), 3&) des Art. 25 mag noch Folgendes bemerkt werden: 
Wie schon in diesem Art. angedeutet ward, hat man stets 
verschiedene nnendlieh entfernte Punkte sich vorzustellen. 
Denn es müssen zwar, wenn ein Punkt unendlich entfernt 
sein soll, die Coordinaten unendlich gross sein, allem es 
muss eine oder zwei derselben negativ sein. Stellt man sich 
nun vor, es sei ^, = — cxi, ^^ = + 00, s^- = -}- 00, so hat 
man nach Art. 24 irgend einen unendlich entfernten Punkt 
des von <f^ einer- und den Verlängerungen von g^ und {/^ 
andererseits gebildeten Theils der Ebene anzunehmen; «stellt 
man sich vor, es sei ^, == — 00, jS^ = — 00, ^3 = + '^i ^o 
hat man irgend einen unendlich entfernten Punkt des vom 
Scheitelwinkel des Dreiecks winkeis &^ gebildeten Flächen- 
raums anzunehmen, u. s, w. Hingegen hat man nur eine 
einzige unendlich entfernte Gerade anzunehmen, denn nach 
Art. 25, 2V) tritt eine solche nur dann ein, wenn j,, j^, j^ 
zugleich den Werth 1, und zugleich alle drei das positive 
Zeichen besitzen. ' Aus Art. 24 erhellt, dass man sich diese 
unendlich entfernte Gerade als irgendwo ausserhalb des 
Di'eiecks in der Ebene desselben in unendlicher Entfernung 
voi-zustellen hat. Ebenso hat man sieh verschiedene durch 
gehende Gerade unter der Gleichung Art. 25, 31») vorzu- 
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stellen, denn es ist beliebig, welche zwei Dreiecits- Seiten sie 
in inneren Punkten, und in welchem Verhältnisse sie die- 
selben theilt. Dagegen ist der Coordinaten- Anfangspunkt nur 
einer, denn nach Art. 25, 2a) müssen seine Punkt-Ooordinaten 
S[j 5g, gg den Werth 1, und zugleich das positive Zeichen 
besitzen. 

Es lassen aber die Gleiehui^en Art. 25, Sa), 3&) noch 
eine andere Aaöassung zu: Setzt man nämlich in der för 
Punkt - Coordinaten aufgestellten Gleichung der Geraden 
Art. 30, 2a) äi = äa ^ fe = ^i ^^ erhält man die Gleichnng 
der unendlich entfernten Geraden, und diese lautet ftJ'i^^i + 
ffi^r^s^ -\- g^r^g^ = 0, also ebenso wie die Gleichung eines un- 
endlich entfernten Punktes in Art. 25, 3«), Setzt man femer 
in der für Linien-Coordinaten aufgestellten Gleichung des 
Punktes Art. 30, 26) ?i = s^ = % = 1, so erhält man die 
Gleichung des Punktes 0, und diese laut«t ffi^iii -\- ff^^^U -\- 
P3?-3Jg = 0, mithin ebenso, wie die Gleichung einer durch 
gehenden Geraden in Art, 25, 36). Man sieht also: Die 
Gleichung g^ r, 2, + y^ r^ e^ -\-a^HH = ^ 1«) 

kann betrachtet werden sowohl als Gleichung eines Punlttes, 
wie als Gleichung einer Geraden, Im erst-eren Falle bezeichnet 
sie einen unendlich entfernten Punkt, im letzteren die un- 
endlich entfernte Gerade, Die Gleichung 

kann betrachtet werden sowohl als Gleichung einer Geraden, 
wie als Gleichung eines Punktes, Im ersteren Falle bezeichnet 
sie eine durch den Coordinaten -Anfangspunkt gehende 
Gerade, im letzteren den Co ordinalen- Anfangspunkt 0. 

35, Soll ein Punkt P, dessen Coordinaten Zit sind, mit 
zwei anderen Punkten P,', P^', deren Coordinaten bezüglich 
sij, 3^ sind, auf einer und derselben Geraden \^ liegen, so 
muss sein 

entweder Sj. = q^^^ + q^z\^, äi -f (/a = 1 ; , > 

oder % = 4i^i3, — 2'a4ii s'i "^ 'i-i == ^- 

Soll insbesondere P der unendlich entfernte Punkt der Ge- 
i'aden \i sein, so muss sein 

S '=ä''i^^ — SV^dÖi — iü'a = '-'■ ^**) 
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Soll eine Gerade p, dei'cn Coorcliniiteu j^ siutl, mit zwei 
anderen Geraden p\, p\, deren Coordinaten bezüglich j^jj, ^t^ 
sind, durch einen und denselben Punkt Sj. gehen, so muas sein 
entweder äi = Siä*2 + ffsJa, 2i + Sa = 1; ^j. 

oder gj = ä'.äiä - 2'aäa, S'i — ff'a = 1- 

Soll insbesondere p durch den Coordinateii-Anfangspiiukt 
gehen, so nrnss sein 

ik = s'iäÄs — S'säli, 'i'i — (?'ä = 0; 2?;) 

wo überall 3,, äa, '/i, g'ä absolute, oder wenigstens positive 
Zahlen sind. 

Umgekehrt: Ist eine der Bedingungen Ici), 2d) erfüllt, 
so liegt P mit P/, P/- auf derselben Gernden jt; ist eine 
der Bedingungen lö), 21}) erfüllt, so geht p mit p\, p^ durch 
denselben Punkt 0j.. 

Der Satz 1«) ergiebt sich daraus, dass folgendü sechs 
Bedingui^en erfüllt sein müssen: 

3) üi^ili^'i^ + J/s''3äa^'32 +9i^zh^\i = 0; 
Die ersten drei BedinguBgen erfordern, dass die Determinante 



, ^,, /„ = 



ist. Damit diese Bedingung aber erfüllt ist, miiss 
entweder s^ = q^^i^ +22%; ^^^^ % = l'ih^ — S'^^h 

sein, denn dann zei-fällt die Determinante in eine Summe oder 
Differenz zweier Determinanten mit zwei gleichen Horizontal- 
Eeihen. Ferner ist dann, wenn % = (?i2fö + 22^ii ist, 

oder 
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oder, iiat;h 6) imil 5) 

oder 

i'i'"i^i +!)'a'"s22 + </3'-3«3 = (Si + 'ia)-ö- 
Damit nun die Bedingung 4) erfüllt ist, muss 

2i + 2ä = 1 
sein. Ebenso sieht mau, daas, wenn s^ = g'j^'jg — s'^^-i istj 
2^ — g'j = 1 sein muss. Soll P der unendlich entfernte Punkt 
der Geraden jj sein, so geht die Bedingungagleichung 4) über 
^3i''i'^i~l"^3''2^3 "j~^3*'3% "== 0, während 5) und 6) ungeändert 
bleiben, da P/, Pg' in endlicher Entfernung liegende Punlite 
sein sollen. In diesem Falle muss offenbar q\ — s'a = sein. 
Die Umkehrung des Satzes ergiebt sich sogleich daraus, dass, 
wenn die Werthe 2(. ^gi% + 224i '^^^'^ ^t = S'i% — sV*i 
in die Gleichung Art, 32, 2a) der Verbindungs geraden j* von 
Pj', P/ eingesetzt werden, sich Null ergiebt, woraus folgt, 
dass F mit P/, P^' auf derselben Geraden J* liegt. 

Der Beweis des Satzes 16) und seiner ümkehrung ist 
dem des Satzes la) und seiner TJmkehrung ganz analog. 

36. Werden die Coordinaten 0/.. eines Punktes P aus den 
Coordinaten %, ^j^ zweier Punkte P,', P'^ abgeleitet durch 
die Beziehungen 

«*= (2i4 + 2a%j2i + 3ä = l; % = 3'i4— 3's4;2'i — 22 = l o-^e»" 
und werden die Coordinaten auf ein anderes Fundamental- 
Dreiseit transformirt, in welchem die neuen Coordinaten 
durch Z bezeichnet werden, so ist auch in diesem 

•^t = ffi-2^ + 23.^iu tfi+22=l;-?t = 2'i.^M~«'s'^*i;s'i — 5''2=1 oder 0. 
Werden die Coordinaten j* einer Geraden p aus den 
Coordinaten jii, 5^ zweier Geraden p'j, ^'^ abgeleitet durch die 
Beziehungen 

ä* = 3iäK + Sääi-i;ä'i + Sa = i; äi = s'i42 — ^'^iii; s'i — 22 = i "der 

und werden die Coordinaten auf ein anderes Fundamental- 
Dreieek traaisformirt, in welchem die neuen Coordinaten 
durch 3 bezeichnet werden, so ist auch in diesem 
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Denn z. B. die Beniebiiüg Sj. = q^ä'^ -\- 'h^'kii ifi "H 2a = 1 
lautet nach geschehener Transformation vermöge der Trans- 
fer aiatioiia-Formehi in Art. 28, 9ß) für ä; = 1, 2, 3 

i [b'„ X, + a-„ z, + ®'„ ;;J _ g. . j, [®'„ z',. + a'„ z-,, + a-„ z'„] 
+ «, ■ y [s'„z'„ + s-„z'„ + ®'„z-J; 

|, [s'„z, + a'„z, + 3'„^,] - 3, ■ ^\%\,z\, + w,,z'„ + v,,z\.] 
+ q,-l. [v,,z\, + s'„z'„ + ®',,z- j: 

i [»'„Z, + W„Z. + »„Zj - 4, • p [S)V,2'.. + V.^Z'„ + !B'„ZV] 

+ ?, ■ i, [S)'„z'„ + s'„z'„ + »»z'„]; 
?i + s. — 1; 

oder 
S)'„Z,+B'„Z, + ®'„Z, — ®'„(«.^'u + «.2'u) + *'aÖi^'.s + «!2'ii) 

»■„Z,+»'„Z, + SD'„Z, _ l!-„(g,Z'„ + s,Z'„) + S)'j,(5,Za+«,Z'„) 

+ »•„(</, Z'„ + S,Z'„) 

3)-„Z, + »;,Z, + S)-„Z, _ W„(4,Z'„ + ,fcZ-„) + S)'„to2-,, + J,Z'„) 

+ »'„(?, Z-,, + 5,Z'„) 

3, + ?s = 1 ; 

aus welchen aofort folgt 
•Zi'=«,Z'„+3,Z'„;^,-3,Z'„+?,Z-„;Z, = 3,Z'„+(iZ'„;<i,+3,-l; 
oder allgemein: 

^i = SiZ^ä + a^Z^i; 3j + 3.J = 1. 
Ebenso ist der Beweis in allen übrigen Fällen, Es müssen 
daher die constanten Faet^ren j^, q^; 3\, g'g eine geometrische 
Bedeutung besitzen; welche nicht von dem zn Grunde gelegten 
Coordinaten-Systeni, sondern nur von der Lage des Punktes 
P im Verhältniss zu derjenigen der Punkte P,', Pj', und von 
der Lage der Geraden p im Verhältniss zu derjenigen der 
Geraden p\,p\ abhängt. 

37. Sind 5^^, sjj die Coordinaten zweier Punkte P/, P,' ; 
Sk, ^k die Coordinaten zweier anderer Punkte, P, P', und be- 
stehen für diese die Gleichungen, bezüglich: 
% = 3i4 + 'ia4o 2i+2j = 1; 4 = 3'i4 — '/ä4> '/i — 'i'a = 1 
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so liegt P auf der encUiehon .Strecke F-^P^, nnJ tlieiU dic- 
seibe so, dass sich verhUlt 

P' dagegen liegt auf der Verlängerung der geiiannteü Strecke 
Pi'Ps', und zwar Über F^' hinaus, und theilt dieselbe so, 
dass sich verhält 

p;p- : p;p _ ,,' : ,;. 

Sind Jii, i'is die Coordinaten zweier Geraden jJ,', ji/; Uiü 
die Coordinaten zweier anderer Geraden p,p', und bestehen 
für diese die Gleichungen, bezüglich 
ät = 3iä'«r + «aäii; 2i4-?3= l? äi = 3i ä'tö — 5ä' äii ! 5i' — S/ = 1; 
so geht p durch denjenigen von pj", p^' gebildeten Winkel 
Pi'Ps! welcher den Coordinaten- Anfangspunkt nicht ein- 
schliesst, und theilt denselben so, dass sieh verhült 
sin p^'p : sin p^p = ^ : ^; 

p' aber geht durch denjenigen Ton pj', p^' gebildeten Winkel 
PiPi! weicher den Coordinaten -Anfangspunkt einschliesst, 
und theilt denselben so, dass sich verhält 

sm j)ii) ismp^p =^:^> 

wobei rl,r^ die von bezüglich auf jj/,^^' gefällten Senk- 
rechten OZr/, Q1I<1 bezeichnen. 

Von dem ersten Satze Überzeugt man sich folgender- 
niassen: Mau transformire auf ein neues Dreieck, und zwar 
auf ein solches, in welchem Pj', P^' Ecken sind, während die 
dritte Ecke Pg' beliebig ist. P und P' liegen dann nach 
Art. 35 auf einer Seite des neuen Dreiecks. Die Seiten P^P^, 
PsP^'y Fl P^' sollen bezüglich g^', g^, g^, die zugehörigen 
Höhen bezüglich Aj', Vi Vf die von auf ^/, ff^', ^fg' gefällten 
Lothe bezüglich r^', r^, r^ heissen, die neuen Coordinaten von 
P/, P/, P, P heissen bezüglich Z[„ Z\^, Z^, Z[. Dann ist 
nach Art. 36 

Nun ist 
^',1 = %■■, -2's., = 0; Z\, = I); Z\^ = 0; Z'^ = K; Z\^ = 0. 



yGoosle 



— 126 — [Art. 37. 

Es muss also, da q^, q^ absolute (positive) Zalilen sind, sowohl 
Z^ als Z^ positiv, aber Z/ negativ, Z^' positiv sein. Dies 
ist aber, wie man sogleich sieht, nur dann möglich, wenn P 
auf -P/Pj', -P' ausserhalb dieser Strecke liegt. Denn dann ist 



Es reduciren sich also obige 
Gleichungen auf folgende: 
für P: 




= 22-,-7 



= Si-: 



für P': 

P'M' 



,ft'i P'Ji 



oder für P: 

PM^ = 2a ■ ''^'u -P-*^2 = ?i ■ ^*'a; 
für P': 

P'_M/ = 5'^ . Jt\ ; p'Jlf; = q\ . h 
Es ist also: 

PM, PM, 

, P'M,' , P'K/ 



oiier 



, 2i = p- 



P/P 



' "P.'i"''' 



= P'P" ; Pa' 



P/f 
also verhält sich 

Zugleich sieht man aus den Werthen von q^, q^t ff'n '1» ^^^^ 
ft + Q'3 = l; S'i — 23 = 1 ist. 

Von dem zweiten Satze überzeugt man sich so: Man 
transformire auf ein neues Dreiseit, und zwar auf ein solches, 
in welchem p\, p'-j, Seiten sind, während die dritte Seite p'^ 
beliebig ist; p^ und p\ gehen dann nach Art, 35 durch eine 
Ecke des neuen Dreiecks f?/ G^' (?/. Die Seiten G^' G^', G^ G^', 
Gj^ G^ desselben sollen bezüglich g'^, j/'^, g'^, die zugehörigen 
Höhen h\,h'^,h'g, die von auf i^'i, i>'s, A i"' gefällten Lothe 
r\,r\,r,¥ , die neuen Coordinaten von p\,p'2,p,p' bezüglich 
3^1' S*a' S:(') 3*: heissen. Dann ist nach Art. 36 
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Nun ist 

Sn-T^i än-O; S„-0; 3'„-0; &'«-f;, 8'..-0. 
Es muss also, da gj, ^sj ff'ij s's absolut (oder positiv) sind, 
sowohl 3i als 3a positiv, 3/ negativ, 3/ positiv sein. Dies 
ist aber, wie man sogleich sieht, nur dann möglich, wenn p 
durch den Winkel p^'p^' geht, der ausschliesst, p' aber 
durch den Winkel Pi pz, der einschliesst. Denn dann ist 



3i = 



ö-^'K 



33 ^ 



= 0; 

3/ = 



:0. 



Es redueiren sich also obige Gleichungen auf folgende: 




oder 




iiif,))',. .!/■, -i 


^_,^i,J 


.»£>,^ 


«r B-: ^i 


BmPiPs. J/i 


wmp,p , i 


7i sinj),p3 
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— 128 — [Avt. ; 

oder 

,.„ sin})'»» sin »',«', sin p'.p sin p'.p, 

förpr — ^=-33 — 7^^i — ~ = üi — 7^^; 

,... ,_ sin j)',.p' __ , äitip', p\, äiu p\p' , sin ;/ , p\ 

Es ist also 

«!in VI Ol ^= -^ . S' . Hin » 



nj'äi' = -jr--'--smi)ii»a; 



sm p j p °= *■ ■ sin j) iß g ; sm /) ai* = ^ ■ S" ■ sm j) ,ß j. 

Es verhält aic'i also 

sin ß jP : sm j) 22* "= ■T" = "X" j sm jp j j) : sm j3 gß ^ ^ : - /-. ^o) 

Auch hier üljerzeugt man sich geometrisch, dass g'i + §2 "^ 1) 
q\ — g'2 = 1 sein muss. Denn aus obigen Gleichungeii folgt 



sin p\p'.2 ' '■ äinp'ip'j' 






"') 



smpiPj' ^ '^ r siup,j)g' 



Also ist 



p\p + r , s 
r&mp\p\ 



.jip\p + y 



- q\, = -^ -. ^. 3ft) 



Nun Iiugen die Fusspunkte H-^, 11^, H, H' der Senkrechten 
offenbar auf dem Umfange eines Kreises, dessen Durchmesser 
OG,^ ist. Denkt man sich nun HH;,'hH^'; H'H(,H'K,' 
gebogen, so ist in den Dreiecken HH^O, 3H^0; H'H^O, 
H'H^O bezüglich 
_ 3i a H^'H O r\ _ mnH,'HO /, _ sin/// 7?' O r\ __ sin H,'H'0 
"~ sin JfJ/TÖ' r ~ itin IIH,' 0' r " sin Äf'IZTÖ' )■' ~ sm H'H^'O' 
femer ist ^p\p=^- ISO^ — -^H^'OII, ^p'^p = -^Il/Oir, 
^jöV == 180" ^^H;0H', ^p\p' = ^.H^'OH'. Also ist 



-^ - sm i> ij} + -^ sin j) ap = ^^-^,-^ s 



a hh;o " 



',.,,)■',, mnH/H-0 . „,^-„, smH'H'O . „,^„, 
y ■ am Pip 1- sm j) ^p t== -^-~jj--jf^ sm H^ vH ^h-~WY) ^-"^ ^^ ' 



y Google 



Alt. 37,] — 129 -- 

oder, da ^HB:^'0=-= 180"— ^II£{j;0,^H'B^' 0==-^H'IIj;0 ist, 

• • ' I ''i ■ ' Hin Ä, SO - 'I r ' /-k TT r Sin -t/| liO . ,j. t /-. 1-, 

7Bin^)j j) + ^ sin^aP^= -^-Jtjjt-q • &uiJi^ OH-f- . ttjt 'Fj sm H^ UM; 

.. - r ' 1\ ■ I r S\D IT^ II . TT'I\TT' aiD H, H . TT '/-irr' 

7" sin jj^ p 7-- sin jjj p = ~^~d'"h^ö sm .n^ UM — . -fy~if'-~Q ■ sm -Wg ^-"^ ■ 

Nun ist in den Dreiecken H;H0,H^H0\ H^H'0,H^H'0 
bezüglich sinif/O// = sin {HH; + 11^' HO), sin H^'OH= 
^m{HH^O+H^HO);ümH;OH' = sm{H'H{0-\-S:^H'0), 
sin jy/OiT = sin(H'H3'0 + H^'H'O). Werden diese Werthe 
eingesetzt, und zugleich nach der Regel für den Sinus einer 
Summe von zwei Winkeln entwickelt, so erhält man 



smp^p-]--irsmp,p 








sin JI^SO- sin HM,' 


■ cos II,'HO + Bin H^'HO ■ & 


osHH,'0-Bi 


n H.'HO 




sin 11 II,' 






, siüH,'HO-siumi;o- 


■ cos H,' HO + sin H,' HO -c^ 


^sHII.;0.si 


nH^'HO_ 








' 


sm2)j_'p —Wsmji^'p 








iin H^'H'O- sin im,' ■ 


COsH,'H'0 + sinH^'H'0-- 


SOS H'H/O . 


sin II,'II'0 




mnH'H,'0 






sin J/,'S'0. sin Ä'iZ,'0. 


cos H; II'0 + sin H,'H'0-< 


iO3H'H.;0- 


sin H^'II'O 



aH'H^'O 

Da sich die Nenner in die ersten Glieder der Zähler dividiren 
lassen, und da ferner sin MH^'O = sin HH^'O, sin ll'H^'O 
= sin H'H^'O ist, hat man also 

''- sinp^'p -\- ~ sinp^'p = sin H^HO ■ cos H,^HO -\- sin 11^ HO ■ cos H^ HO 

. mtH^HO ■ cos gg/Q ■ sin JZ/gQ + an Jf.'gQ ■ cos HH^O ■ ain H^'HO 
"T sin HH^' ' 

7-sin^/^' — K smp^p'^=sinH^' H'O-cosH^' H'O — sinH{ H'0-co3 H2 H'O 
, Bin H^'H'O - cos H'H^O ■ sin H, 'H'O — ain H . 'H'O ■ cos H'H^'O ■ sia ifa'if'Q 
' " üan'H^'Ö~ 

Nnn ist wegen ^ HH^'O = 180" — ^ HH.'O cos ^i//0 = 
— cobHH^'O, daher der Zähler des ersten Bruches Null ; und 
wegen ^HH^'0 = ^H'H^'0 ist cos H'S^'0 = cos H'H^'O, 
daher auch der Zähler des zweiten Bruches Null. Man hat 
also nur 
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'f ■ smft> + "i sina'j, - ,m (B^ HO + H; HO); 

4- ■ smpiP — ■ ' sinp/j)' = sin {H.^ H'O — IIj'H'O) 
"^^"^ 'f smp.'p + ^ sinKi» = sin R^'HH,'; 

-,- sinjjj'j)' — - 4- siap^p == sin H^H' H^. 
Es ist aber ^S^'SH^' = ^HiG^H^ = -^KK; ™d 

^h;b'h^ = 180« - ^u^g^h; = iso« - -^ä'^', 

folglich 
?- sinpi'j» + ^- sinji/j) = sin^/jj^'; % &mp^p' ~ % smp^'p = sinp^'p^' 

mitliin die Werfche q^ + q^, q^ — g^' gleich 1, nach Zb). 

Aus 2&) folgt endlich noch: Verhält sich 
3i : 23 = »-a' : r,'; q,' : g-/ = r^' ■ *■/ 
so ist A = -^;, A '= -;^, also -^Pi'p = "^Wi"; "^ ft'f' = 
^PiP'- -^3 halbirt also dann ^ denjenigen Winkel p^p^, 
welcher den Coordinaten -Anfangspunkt nicht einsehliesst, p' 
den den Coordinaten- Anfangspunkt einschlieasenden Neben- 
winkel desselben. 

Diese Sätze lassen sich nicht ohne Weiteres umkehren, 
vielmehr gilt folgendes Gesetz: 

38. Wird eine Strecke P/P/ durch einen Punkt- P,P' 
bezilgHch innerlieh oder äusserlich so getheiit, dass sich verhält 

P;i': P,-F = i, : §,; P,' F : P,'P' = q,' ; q,' 
und liegt im letzteren Falle P' näher an P^' als an P,', so 
werden für jedes Asen-Dreieek die Coordinaten St, dj, bezüglich 
von P, P' aus den Coordinaten £^^, ^^^ von P^', Pg' abgeleitet 
nach dem Geset/.e: 



3i+9a ' 






Wird ein Winkel p^' pi durch eine Gerade ß,p', deren 
erstere durch den den Coordinaten - Anfangspunkt nicht 
einschlies senden, deren letztere durch den ihn einsehlies senden 
Winkel geht, so getheiit, dass sich verhäH 

sini)/i) : sini>,> = ^: %; ämp^p : sm p^p' ^%:%, 
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Art, 38,] — 131 — 

WO rl, r/ die von aufji^', j?/ gefällten Lotjie sind, so werden 
für jedes Azendreieck die Coordinaten jt, ji bezüglich von 
j), ji' aus den Coordinaten ji^, ä)^ von Pi,P^ abgeleitet nacli 
dem Gesetze: 

(Wie man sieht, ist hier in die Voraussetzung (f^ + 5ä = 1 j 
ffi' — 2a' '^ 1 nicht aufgenommen.) 

Der Beweis des ersten Satzes lautet: Man nehme zunächst 
ein Asen-Dreieck P^', P^, Pß an, in welchem die gegebenen 
Punkte Pj', Pg' Ecken, der dritte, Pg' beliebig ist (insofern 
nur im Inneren des Dreiecks liegt), und bezeichne die 
Coordinaten iür dieses Dreieck durch Z, Fig. 12. Nun folgt 
aus P^'P:P;F^q,:q^; P,' r : P^' P' = q^' : q^' ; 
P,'P _ _q, F^'P _ _J2_ Pi P' ^ 9i' J^/ P' ^ _i/_ . 

-Pi'-P.' ~ 3,+ä7' >i'^; ~ s,+fe' P.'PV g,'^ä7' "i'.'-'V 9.'-a;"' 

oder 
PJtf, _ ä, PJf, g^ P'Mj' _ gl' J''J^'^_^^ 

J^'w7~ör+4i' i'i'^'™9.+Sii' i's'-^t'~Si'— ä/' ^^i' gi'-&'' 

Es ist aber PM^ = r^' • Z^; P^'N^' = Ä/ = r^' ■ Z\^; PM^ = 

r^'-z^) Pi'is^j' = »-/-2'ii; p'ji/;=V-'^b'; P,'il/"/=— »-i'A'- 

Man hat also 

^ Si+Sa ' Qi+Qä 9, -92 9, — & 

Da nun ^'^j = 0; Z\2 === ist, so kann man auch sagen: 
Es ist 

2. 1^ 2'sa + ^f—^'2i-, 2. = — r- -Z'ia + — ^ ^'in 

^ 9.+as ^ ' 4i+3a ^^' ^ äi + 9j 9i + 93 

2/ = -ß^ Z\, ß^ Z\.; Z'=-ß^ Z\. M-^ Z',,. 

^ 9i —ffs ^^ 3i —9s "' ' 9. —9s 9i — & 

Es gilt daher die angegebene Regel für das Axen-Dreieck 

P/ Pä' Pa'. Um nun die Regel z^ = — ^— ^j,^ + ^^^ ^^ für 

das als das ursprüngliche zu denkende Axen-Dreieck G^ G^ Gtj 

zu beweisen, bei welchem die Coordinaten z heissen mögen, 

transformire man auf dieses Dreieck zurück, nach der Regel 

Art. 28, 10«). Nach dieser ist 

2* = i [S)u^i + ®..^2 + ®s.%J 
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— 132 — [Art. 38. 

etc. Es lauten also die drei Gleielimigon 
■^i = -T Z'ii! ^! — ^ — z'»; •2,-0 

S)„«i+S)„8,+S„2,-0. 
Nun ist die Determinante 



®li 35^1 ®e: 
®12 ®22 ®3i 
S),, ®„ S„, 






oder nach Art. 29, III) %, h^, &j, 

= Sil . 3) ■ ®'n + ®,i ■ 2) ■ S'is + 5^31 ■ S) ■ S'ia 

oder nach Art. 29, IV) a\ 
= ®^ ■ ®'. 
Man erhält also aus obigen drei Gleichungen zur Be- 
stimmung von «i, Sj, :Sj die drei Gfleichungen: 

äfa (®"''" + *"''» + ®"^») ®» ^" 

+ S)„a'j, + S„/„) 3)„ »„ 

»,, »„ 

5C„ ^^ (»„/„ + ®„«'„ + ®„s'„) !B.,i 

B„ ^^^ (»„«'„ + S„z',! + »„s'ä,) Jlj, 



»■35' ■ », . 



S)^I)' . i<„ = 



3)»»' ■ s, — 
oder 



t.+t,' 



Ai 3)„ -i-S„s'„ + »,,«',, +S,,«',,| 

" ^^ 9l+g. V 11 "1 I Sl Sl I 31 31/ 

®„ 3)j, -^t- (Su^'u + S„2'j, + %~2'„] 

1i +'i2 V IIa 1^ ' ■^ ^ ' ^^ 3Jy 






y Google 



+ 



+ 



_ gj 
gl 

gl+2a 



S,,«',, + !E„s'„ + S)„s'„) (a„3)„ 


— ®33S>1I 


»„/„ + »„/„ + %,„■„) (®„SD„ 


-®„®.. 


»„/„ + S„a,, + B„i?„) (b„S„ 


-B„®3, 


2)iä/l3 + Ssg/äu + 3)3^/32) (2)13 ^Sl 


-»„S,, 



Wendet man auf die in den Ausdrüelieii für z^, 2^, s^ als 
Facto ren vorkommenden Differenzen die Sätze bezüglich 
Art. 29, ni) &ä, c^; 6^, t^; 6„ c^ an, so erhält man, nachdem 
man sämmtliche Gleichungen durch 2) gekürzt hat: 



»)«»'^. ,.+a«"^' 


+ S„/„ + S,iS„J »'„ 


+ra(»"^' 


+ »3,/„ + ®„2-„) »„ 


*)S»«3--^--(»„/, 


. + s„2„ + ®3./„) a-„ 


+ ^,-;K'- 


+ »,.«■!> + S»«"») »'.. 


«)»»■'■- ffi; ("'■'■■ 


+ »„/„ + S)si/„) ®'„ 




+ E,,»'„ + S„s'ss) S)',, 


Nun ist .ber aooh 




Z'„ — 0; 


-2",i - 0; 



^'^^ = 0; Z'32 = 0. 
Man erhält also nach Art. 28, 10«) die zwei Paare von 
Gleichungen: 

EUminii-t man aus dem Paare Gleichungen links zuerst /^j, 
dann /^n "lann /n, und wendet dahei bezüglich die Sätze 
Art. 28, III) 63, 62; 61, 6g ; 61, 63 an; eiiminirt man aus dem 
Paare Gleichungen rechts zuerst «'j^, dann ^^2) ^^.nn 0\^, und 
wendet dabei bezüglich die Sätze Art. 28, III) Cg, c^; c^, c^jj 
Cj, Cj an, so erhält man die Beziehungen 
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Aus ihnen folgt 






«■) 2,. 


>'„=fe^'»^^'..=fc^»^ 


*') "'a 


)/.. = fc^^.^.. = fe^..; 


c) /„ 



Setzt man diese Werthe aus a) in die obige Gleichung a), die 
Werthe aua h') in die Gleichung 6), die Werthe aus c) iu die 
Gleichung c) ein, so erhält man: 



!,+3, 






+ 2 



-2« + »,l-|^^',.+ 



^»;,+5! 



oder 

+ Ji^ (3)',,®« + ^B'm^n + »'s. 3)») »'„; 

s • »' • 2, = — i<— (v,.'s,, + 3)'„j!,, + a' s,,) »'„ 
• * 9i4-92 V 11 " ' 1« si I 13 »i; Kl 

+'«H^lf (®'"*i' + ®'"®" + ®'i»®») "■»' 

®'®'"'~S+¥(®'«®ii + ®'"®'i + ®'"®")^»i 
+ ,-;|f^ (®'.,S„ + »«Sk + »'»».,) 2'„i 
oder nach Art. 28, IV) a/, 6/: 



oder 
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Art. 3.] — 135 — 

d, ' 1 2s ' , ft ' 1 3a ' . 

^ ^ _5i ^' _L 1i ^ . 

= 3,+3a ^^ 2i+& ^" 
also aligemein 

"' ~ sr+ft *" + 'Ai "'"■ 

Genau ebenso lässt sich zeigen, daaa 

* 9. — ää " e. —9! *' 
iat. 

Der Beweis des letzteren Satzes lautet so: Man nehme 
zunächst ein Axen-Dreiseit Pi'jPs'jPs an, in ■welchem die 
gegebenen. Geraden p^', p-^ Seiten, die dritte, p^ beliebig ist 
(nur muss innerhalb des Dreiecks liegen), und bezeichne 
die Coordinaten für dieses Dreiseit mit 3- ^un soll also sein 
sin p^p : sin p^p = -^V : 4^ ; sin p^p : sin p^p' = ^ : %■ - 
Femer ist nach Art. 37, f) 

^ ■ &mp;p + ^- ■ &mp;p -= siny/iV; 

-1- ■ sin^),'y — -V ■ sinp^p' = smp^p^. 

Da nun, rig. la, sm ^, j) = -^^,— = ^^^ ; sra p^ p =^ -^-A 
__rZ,. ■ ' ' ^ g/Jf/ ^ r'3/ _ . , , ^ ff/flV ^ _ /3,' 
~ 97"' ^^'^■^'i-^ " 5,' ~ jfi' ' ^^"ft-P — ^/ — g^- 

ist, lauten diese zwei Paar Gleichungen: 

& . Si _ 9l . _%. 3/ . _ 3/ ^ 9/ . 9;_. 

9i ' ^ 's' ' »7' ffT ' ifs"" '■/ ■ n' ' 

V3i , va „ ,- „ '^'. vs; , r/a; _ .j^ . -,, •. 



n' ' g' — 'h-'ht g ■ • g ' — ai ■ 'h j 

~r^ -t ,,_■ — smi)ij?3, , -+■ . —smp^p^ 



Aus ihnen folgt: 



L = — ^— . sin ».'ja,': Mi 



ft' 3i+3a 

ä' 9i +9s 



' ' <&' 9i' - - ' 
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— 136 — [Art. 38. 

''"'^ ~ «:+¥ ■ "■' ■ ™a*i ''^'8'' = Ar ■ *' ■ ""»>■'■ 

Nun ist aber gf/ ■ sinp^'p^' = fi/ = »'i'^'u; 6'/ ■ siiij>i'iV = K 
= »"^'Ssa! ^^"^ ^^* ™^" 

3^ ^ _i^ . 9,\^-, 3/ = ,^-, . 3\j; 

8__ ffi R' • Q ' = ?i o' . 

* g. + !ä Si' ~ 9a' ^^ ' 

Da nun ^'gi = Oj 3'ia '^ ist, kann man auch sagen: Es ist 

'" = A'i. ■ ^''' + rf^ ■ ■^'^^^ ^^ = ^rfe ■ ^'^^ + ^rb ■ ^'"' 

. ' ^ Sl' O' _ g/ Q' . O ' ^ gl' Q' iL i 

'" 1i—%' ^^^ 9i' — äa' "' ^ 3i' — fe' ^^ 3i' — 9s' " 

Ea gilt daher die gegebene Eegei 16) offenbar für das Axen- 
Dreiseit j)/ j)a' ^3'. Um sie nun für das als das ursprüngliche 
zu denkende Äsen- Dr eis eit g-^ g^ g^ zu beweisen, bei welchem 
die Coordinaten 3 heissen mögen, transformire man anf dieses 
Dreiseit zurück nach der ■ Kegel Art. 28, 106). Das Verfahren 
ist buchstäblich dasselbe wie beim Beweise der Regel 1«), 

Es ist übrigens sogleich aus la) und 1&) ersichtlich, 
dass die Cootdinaten g/,, z'ti von P, P', die Coordinaten ä*, jt 
von p,p', die in Art, 35, la), 2a), li), 2&) als nothwendig 
bewiesene Bedingung erfüllen, dass P und P' mit P/, P/ auf 
derselben Geraden Hegt, und dass p und j/ mit p^, p^ durch 
denselben Punkt gehen, denn es ist 

_2i |_ % ^ -y. _i/ 9/ ^ ;i^ 

9. +9a 9. +.93 ' 9i' — 9a' 9i' - 9/ 

Liegt der Punkt P* in unendlicher Entfernung, so werden 
Z^, 2g' unendlich, und die im Vorigen gegebene Ableitung 
hat dann nicht mehr statt. Gleichwohl ist aber auch dann 
noch der zweite Satz in la) zu gebrauchen. Denn es verhält 
sich dann P/P' : Pg'P' = 3 ; 1, es wird also ?i' '= 3/ ^ 
irgend einer Grösse q- Da dies nun bei keiner anderen ]jage 
des Punktes P', als bei der nuendlichen Entfernung, statt- 
finden kann, so ist das Sich-amiullireu der Nenner in der 
zweiten Formel la) ein Beweis für die unendliche Entfernung 
des Punktes P'. 



y Google 



Art. 38. 351.] — 137 — 

Geht die Gerade^/ durch den Coordinaten- Anfangspunkt 0, 
so werden, da r' = wird, Q/, 3/ unendlich, und die bis- 
herige Ableitung ist nicht mehr statthaft. An die Stelle der 
oben angeführten Belation 

4- sinjj/ß' ;r smp^p = sinjo/^j/ 

tritt nämlich dann eine andere. Denn denkt man sich in 
Fig. 13 y durch gehend, so hat man sogleich 

OG' = ■-. '■'- >-r- = .'''.. ■ 
Es ist also 

sin jo^'p' : sin^V ^^ ^i '■ '"ä'- 
Nun. soll aber auch sein 

/ / ■ t , q,' qo 
smPiP ■.siiip.,p =^:^ 

oder . , , . . / , , / . 

sinp^^ imup^p =3i*"i -ii^i- 
Es muss also dann q{ = g^ sein. Da dies nun in keinem 
anderen Falle stattfinden bann, fällst)' durch den den Punkt 0' 
einschlie äsenden Winkel j)^' p^' geht, und da in diesem Falle 
die Nenner in. der zweiten Formel Ift) sich annuUiren, so ist 
dies Sich -annuUiren der Nenner in der zweiten Formel 1&) 
ein Beweis, dass p' durch den Coordinaten- Anfangspunkt geht. 
39. Soll die Strecke Pi'P^' zwischen zwei Punkten P,', P^', 
deren Coordinaten för ein Axen-Dreieck 4i, % sind, von einem 
inneren Punkte P, und einem äusseren Punkte P' mit den 
Coordinaten bezüglich S/., 4 harmonisch getheilt werden im 
Verhältniss n : m, so dass also 

P^'F: R;F^ F;P' ■. F;V ==n:m 
ist, so muss sein 

und umgekehrt: Werden die Coordinaten ät, dj, zweier Punkte 
P, P' aus den Coordinaten s^, z\^ zweier anderer Punkte P,', Pg' 
durch die genannte Gleichung abgeleitet, so theikn P, F" die 
Strecke F^ F^ hai'monisch, und zwar so, dass P der innere, 
F' der iiussere Theilungspunkt ist, und näher an P^' als an 
P; liegt. 

Soll der Winkel jJ^'p/ zwischen zwei Geraden p(,fl, 
deren Coordinaten für ein Axen-Dreieek jj,, jj.j sind, von 
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— 138 — [Art. 39: 

einer Geraden p, welche durch den den Coordmaten- Anfangs- 
punkt aussehliessenden, und einem Strahle p, welcher durch 
den den Punkt einscUiesaenden Winkel jj/jJg' geht, und 
deren Coordinaten bezüglich J*, J* sind, harmonisch getheilt 
werden im Verhältniss n:m, so dass also 

sin Pj^p : sin p^P = ^'^'^ PiP '• PiP = w : m 
ist, so muas sein 



äi = 






■■.'"+« 



\h) 



wenn r/, r/ die von auf jij',^^' gefällten Lothe sind; und 
umgekehrt: Werden die Coordinaten ji,ji zweier Geraden j),ji' 
aus den Coordinaten jj^, jj^^ zweier anderer Geraden durch die 
genannte Gleichung abgeleitet, so theilen j>,^' den Winkel ß/jj^' 
auf die angegebene Weise harmonisch. 

Der erste Satz ergiebt sich sogleich aus Art. 38, wenn 
man g^ = m, q^=^ m setzt; und auf gleiche Weise die üm- 
kebrung aus Art. 37. Ist m = n, so ist nach Art. 38 P' 
der unendlich entfernte Punkt. 

Der zweite Satz folgt sogleich aus Art. 38, wenn man 



^ . 



9?_ . 



also ffi = nr^ , q^ ^ mr^ 

setzt; die Umkehrung folgt aus Art. 37, indi 
falls diese Werthe für q^, q^ einsetzt. Ist mr^ 
nach Art. 38 p durch den Punkt 0. 
Sind also nach Art 30, 26) 

P/ =9^rJ,^l^ + 5'a*"a«'siä3 + f/3''3^'3iä3 = 0: 

die Gleichungen zweier Punkte P^', P^', und 



man gleieh- 
«rg, so geht 



2a) 



^-*'.(.;^^-..+^^'' 



bs,';[ 






^^^M^l-Jn 
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die Gleichungen zweier anderer Punkte P, P', so theilen 
diese die Strecte F^' F^' harmonisch im Verhaltaiss n:m. 
Sieht man von der in 3a) festgehaltenen Normalform (Art. 30) 
der Gleichungen der Punkte P,P' ab, so kann man dieselben 
auch schreiben: 

P = g^Tj (m/ii + w/,a) 5i + g^r^ (m/^, + "s'aä) äs] 
+ g^r^ (»w/g, + «/aa) iä = 0; I 

+ t/aJ-s (»««'ai — ««'aa) äs = <>. ) 
1 lassen sich auch schreiben: 



Die Gleichungen 



.••la'iiii + SiV'ah + StVal^ 
V\A + S'!'-.«'.ii! + itVnh) 
.'i^'üji + 5! ''.»'.sä. + St'Ja}^ 



— 0. 



6a) 



60) 



Die Gleichungen 4») lassen sich schreiben: 

P H3 1» (j,r,8'„ii + St'J^Ai + 9tV\A) \ 

+ » (»in»"!.!! + 9,'t^uh + SiV'ssiB) — 0; 
■f" = "» (ji'iS'iiii + SiV'ah + ft'.»'«8>) 

— " tan^uii + StVah + SsV'ah) = 0- ) 
Man sagt daher, da die Ausdrücke in Klammern in 5a), 6a), 
wenn sie gleich Null gesetat werden, die Gleichungen der 
Punkte P,', P,' in 2a) bilden: 
Vier Punkte 



P=- 



-P,': 2^'=- 



; Pi' — ^7 Pi' 7o) 



oder 
■;P.'; F=mF,' + nP;; P' = « 

bilden eine harmonische Punktreihe. 

Ist insbesondere m = n, in welchem 
beide heben, sind also die vier Punkte 
Beziehungen 

F;-, P,'; P Sä P; + P; ; P' SS P,' — P/; 9a) 

so bildet P den Halbirungspunkt der Strecke P^'P^'] F' den 
unendlich entfernten Punkt. 



-np: 



I Falle sich in Qa) 
!ben durch die 
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Sind nach Art. 30, 2a) 

die CfleicLungen zweier Geraden ]>l,J>^, und 






■+«■ 



, 


mrj' 


ä'ia) ?i 




r,' + nr; 






ä'^s) ^a 






, , 


mrj 


ä's.) ^3 = 0; 




.■,'+"■,■ 


in ^ 




. 


tij'j 


i'aa) ^a 




,•/ — nrj' 


, 


mrj' 


ä'32) ^3 = 0; 


isi ^ 


r,' — mi-j' 



3J) 



+ **■> (s 

die Gleicliungen zweier anderer Geraden, so tlieilen diese den 
Winkel PyP^ liarmonisch im Verhältniss n : m. 

Sieht man von der in 36) angewandten Normalform der 
Gleichungen der Geraden p,p' ab, so Itann man dieselben 
auch schreiben: 
?=Sin(«"-i'i'u+«<ä'„)«,+*>-!(»»-i'i'a + «>-i'ä»)2!| 

+*•■• (•»n' s'.i + »•'i'ä's.) «a = 0; i 

i''s9,r,(«)i-,'j'„—i!ii'ä'„)e,+jr,r,(i»r,'j'„— «>-,'('„) «1 
Die Gleichungen 5b) lassen sich auch schreiben: 



4S) 



-!-„.• + . 

— „"l„; (?i''i8'n''i +ft''.i'ia»i + a''»i'n'i) — 0- 
Die Gleichungen 4?>) lassen sich schreiben; 

j) = mr,' (jr,r,!'„«, + g,r,i„s, + J,r,i'„«,) | 

,+ «'■i' C»!'!!'!»«! +ft''i!'n«i +ft''.5'.i«s) — 0; 
p = mrl {<(,ni'ii«i + Stfti'n'i + bniuh) 

— "ü' (Stnia^i + 'Artia't + 9,';i',,A) — 0.1 



5i) 



6i) 
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Man sagt daher, <la die Ausdrücke in Klammern in 5&), 66), 
weim sie gleich Null gesetzt werden, die Gleichungen der 
Geraden pl,^^ in 2J) bilden. 
Vier Gerade 



PiiRl t = 



P i 



-Pi 



ft' — 5;r?~ 



7S) 



oder 

i)/; ^)/; p = mr^Pi + nr^'p^'; p = mr^'p^' — nr^p^-, Sb) 
bilden einen harmonischen Strahlbüschel. 

Ist insbesondere my-j' = wr^', - in welchem Falle sieh in 
66) beide heben, sind also die vier Geraden gegeben durch 
die 1 



i>i';i>ä'; p ^a' +K; p =ä' — j'/; 9&) 

so geht p durch den Coordinaten- Anfangspunkt 0, urtd p 
ist der ihm zugeordnete harmoniselia. Strahl. 

40. Werden durch vier harmonische Punkte P;', P, Pg', P' 
beliebige vier Gerade, bezüglicli pi,p',p^,p gelegt, welche 
sich in einem und demselben Punkte 5ß schneiden, so bilden 
diese vier Geraden einen harmonischen Strahlbüschel. 

Werden auf den yier Strahlen pj'j^^jjj'jp' ^'"^^ ^^''^'^'i'" 
sehen Strahlbiischels beliebige vier Punkte, bezüghch Pj', P', 
Pg', P angenommen, welche auf einer und derselben Geraden p 
liegen, so bilden diese vier Punkte eine harmonische Punktreihe. 

Die Punkt-Ooordi- 
naten von P/jP.Pa'jP' 
seien /j^, z^, %, Zk, die 
Linien-Coordinatcn von 
Pi\p^2'>P seien jii,js, 
iiai ä*i die von auf 
piylh gsiallten Senk- 
rechten seien r^, r^. -y^ 

Da nun im ersten / '^ 
Falle die Punkte P/, P, 
P,', F harmonisch sein sollen, so dasaP,'P:P/P=P,'P':P;P' 
= w : «i ist, muss nach Art. 39 sein 
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Da ferner p und p mit pi,p^ durch denselben Punkt gehen 
sollen, muss nach Art. 35, 1&) sein: 

Da unn pl durch P/, jpg' durch P/ gehen soll, müssen ihre 
Coordinaten die Gleichung von P,', P^', Art. 30, 26) erfüllen. 

Es muss also sein 

<'i''i^'i2ä'is + ?a''2^'äaä'ä2 + 9än^\iizi = *^- 1 
Da ferner j/ durch P gehen soll, müssen die Coordinaten von 
p die Gleichung von P erfüllen. Es muss also nach f) und 
tt) »ek 

+ *"■' (sTS *'" "*" ii^ '") ('■'''"' ~ *'''") 

oder 

äi' ^f-fi (Si'i^'iiä'ii + 9>'s^nin + 9»V\ti,^ 
" äi' -^r^ (»■•■i«'iij'u + 3%V'niti + »Bn«'.i8'ji) 
+ «i' i^ {stV'mh'a + StV'nin + S,V„i'„) 

Nach ttt) ist aber der Factor von q^ ^^^ und von j/ ^^^jt^ 

Nul). Der Factor voii,gj' — x — ^^^ ^^^^ ^^"^ ^''^ ^^^' ^®^" 
schiedene Grösse, da p^ nicht durch P/ geht, und ebenso 
ist der Factor von q^ — 3; — eine von Null verschiedene Grösse, 
da p,' nicht durch P^' geht. Setzt man nun kurz diese Grössen 

so lautet die letzte Gleichung: 

*' sT^ ■ '^" ~ ''' "STS ■ ''" ■" "' 
oder ([imk\^ — q^nlc^^ = 0. 

Dazu ist nach ff) 2i' — 2a' = 1- 
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Aus beiden Gleichungen folgt aber 

oder 

Es ist also nach ff) 

_ mi\, nl,,_ _ 

Ok jff'^' ^Jq' Ski jnJf' j^]^' ok2- 

Ebenso erhält man aus der Bedingung, dass p durch P' 
gellen soll, und ff) die zwei Gleichungen 
q^mli-y^ — q^nli^y = 0; 

?i + 2a = 1, 
aus welchen folgt 

nfc'ji __ mk\i 

Es ist also naj^h ff) 

Es bilden daher die vier Geraden p^', p, p^'r P' ^^ "^^^ 
Ooordinaten 

3*1? h ^^ ^- ~l.nk' ^■^i ' mit' 4-~»i^'~ ä*^ ' 

ä(Bi ot m!c^~-—nk' "*' toä" ret' "*^' 

nach Art. 39 einen harmonischen Strahlböschel, und es ver- 
hält sich 

s\D.piP : sin^/j) = sin jij'j/ : sin^^'j)' = . ?' ■ ; — .'-; 2a) 
wo h\2,h\j die in la) angegebene Bedeutung haben. Der 
Ooordinaten -Anfangspunkt und 7* liegen in demselben 
Winkelraum PiPi- 

Soll im zweiten Falle der Strahlbüschel harmonisch sein^ 
und soll sich verhalten sin p^ p •.'sia. p^ p = sinj>j'^' ; smp^p 
'= n:m, so muss nach Art 39 sein 

ä* '^ niP'+nP ^*i ~^ mr '"+ nr,' ^^a ' 

Da ferner P und P' mit P,', P^' auf derselben Geraden liegen 
sollen, muss nach Art. 35, Iß) sein 



yGoosle 
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Da nun P/ auf p/, P^' auf p^ liegen soll, müssen ihre 
Coordinaten die Gleichung von j)/,^)^', Art. 30, la) erfüllen. 
Es muss daher sein 

ffinä'is^'iä + Ä*-2ä'2s2'82 + 9snizJz'z = 0-1 -^ 

Da ferner P' auf j) liegen soll, müssen die Coordinaten von 
P' die Gleichung von p erfüllen. Also muss nach *) und 
**) sein: 

oder 

?i' ^;r;7+-;^ (s'i^-iä'u^'ia +^s^sä'ai^'.2 + i's'^a'Bi^V 

~ *=' ^f^^E^r (ö'inä'll^'u +?.'"Bä'ai^'al +tf3''aä'3lS'3 



" 5ä' mV + "''' (^i''»ä'i^^'ii +^^''aä'a2Ä^'2i +^3'"3ä's2^'3i 
Nun ist nach ***) der Coefficient ■ 



)-0; 



—7 Null. Die Factoren v 



1 ?i : 



der von q,' ,—, . j.,l.... i^i„ j.,i,.uu.„^ .»« yt „ ■ 1 

und von g^' , ' müssen jedoch von Null verschiedene 

Grössen sein, da weder P^' auf ß/, noch P,' auf p^ liegt. 

Setzt man nun kurz diese Grössen 

fi'i''iä'ii«i3 + S'2»'aä'2i^'ä2 + 9snh'si^si = ^'lä^l jj-| 

ffihi'u^'n + ffi^r^h'n^n + J'3nä'32^'3i = '"^'an! 

so lautet die letzte Gleichung, da sich dann mz-i' + Mr^' hebt, 
g/mr^'&'ia — q^'nr^'k'^i = 0. 

Dazu ist nach **) q^' — §2' ^ 1. 

Aus beiden Gleichungen folgt 



Si ■ 






»■i'it'is 



's'^^ 
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Es ist also 



mr.'t'ii 



Ebenso erhält maa aus der Bedingung, dass P auf ß' liegen 
soll und aus **) die Gleichungen 

2i + «s = 1, 
aus welchen folgt 



«1 mr,-k\,+n 
Es ist also nach **) 




nr^'k',. 


" 


Es bilden daher die 
Coordinaten 

mr.'k- 


f„ ^" + m, 
vier Punkte 


•.■,'1',, + » 


,1 


, , . »,,•*' 




•■■ 



i'jfc'ia 



TFT 



nach Art. 39 eine harmonische Punktreihe, und es verhält sich 
P/P: P^'P^ Pt'P' ■■ PiP' = «V^'ai : »Wi'^c'ij, 26) 
wo h\i, h\^ die in 1&) angegebene Bedeutung haben. 

41. In jedem vollständigen Viereck P^P^P^P^ entsteht 
auf jeder Seite durch 
zwei Ecken und die 
Durehsehnittsp unkte 
mit zwei Diagonalen 

eine harmonische 
Punktreibe. 

In jedem voll- 
ständigen Vierseit 
P\ Pü Ps Pi entsteht 
an jeder Ecke durch 
zwei Seiten und die 
Verbindungsgeraden 
mit den Durch- 
schnittspunkten 
zweier Diagonalen ein harmonischer Strahl büschel. 

Die homogenen Coordinaten der vier Eckpunkte des 
vollständigen Vierecks Pj, P^, P^, P^ seien, bezogen auf irgend 
WsiaaiHBOBH, SBal, Üeomettle. lÜ 
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ein Axen-Dreiaeit, bezüglich %)%,%,%■ Um nun zu zeigen, 
das3 z.B. auf der Vierecks- Seite Sj durch die Punkte Pj,P2,P/,Pä" 
eine harmonische Punktreihe gebildet wird, echliesst man so; 
Da P/ mit Pj, Pg auf einer und derselben Geraden liegt^ 
muas, wenn seine Coordinaten durch s\y bezeichnet werden, 
nach Art, 3ö, la) die Gleichung gelten: s\y = g'ia^ii — ^'ai^Jai 
g',2 — g'j^ = 1. Es rauss aber auch P,' mit P^, Pg auf einer 
und derselben Geraden liegen; daher muss auch % =2'a4% — 
e'jä^iäj S'34 — S'43 = 1 Sßi°- Analoges gilt für die Punkte P^', P^', 
deren Coordinaten %, ^^^^ sein mögen, und für P3", dessen 
Coordinaten 3'^ heissen. Man hat daher die Gleichungen: 
für P/ 4, = g'j33j^ ■— 3',,gia5 g'ig — g'^i = 1 ; 

für Pg' 4 = g^jÄTj! 4- 23i%i 2i3 + «31 = I5 

^ = «24% + 242%; 234 + 34S = 1; 

für Pg' «^ = g'ii«;^ — s'ii'ä^H; 2' 14 — 2'4i = 1; 
4 = 2'äa% — 2'3ü%; 223 — S'52 = 1; 

für P/' d'^ = §ig4fii 4- Säi^i^ 2ia + g^j = 1; 

■^'^2 = 2"ss^ — 2"324; 2"ä3 — 2"3ä = 1- 
Setzt man in den beiden ersten Gleichungen (nämlich in den 
Gleichungen für 4i) die aus j'jg — q^^ = 1; q^^ — 2'4a '= 1 
sich ergebenden Werthe q^ = g'j^j — 1; q^^ = q^^ — 1 ein, 
und setzt beide sich so ergebenden Werthe für dki einander 
gleich, so erhält man die Gleichung 

«',1 fei - %) - «'.. (% - 2») - (% - %) - 0. 

Setafc man für Ti nun 1, 2, 3, so erhält man zur Bestinimmig 
von g'jg, ^'g^ die drei Gleichungen 

«■ 2'>2 (^^u - ^lä) — 2'm (^w - ^13) - (^13 - hd = 0; 
h. 2',, (0,, - «,,) - ff'g, («,, - 5,g) - (s,, - ^,,) = 0; 

"•_ 4n (M — ^2) - 234 (%4 - %) - (233 — %) = 0. 
Damit diese drei Gleichungen neben einander bestehen können, 
oder, damit die aus der Verbindung der ersten und zweiten, 
der ersten und dritten, der zweiten und dritten, sich ergebenden 
Werthe für g'^g, ^'g^ gleich sind, muss die Determinante 

(»a - »,>) fe. - %) (% - «. J 
(2,,-%,) fe.-2„) fe.-%) -0 
l..h,-h,) (%-%■) (%-«») 
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sein. Bestiniziit man nun q^^ durch Verbindung der Gleichung 
a und 6, und dann q^i ^^^ der Beziehung (f^^ = q^^ — 1, 
and verfährt man entsprechend mit den Gleichungen für 
F^',P^',F^", so erhält man folgende Ausdrücke: 





- 


2., 


~a. 


)'„ + ('.,- 


-;,)•:, 


+ {«.. - »,. 


^,4 




(^1 


-«o 




-ft. 




,.) 




«1, 


— X 


Jh.-«..) 


-(»■■ 
-2„) «, 


+ («,.-«„ 


..) 


"kx 


fc 








■ + (%-»„ 


■) 


^*3 


(«, 


~* 




— («M 




..) 




~«. 








.l) 




('1 








-"■■)("■.- 
■+(«„-«■■. 


■J 


"*'" 




'J^- 




-(»,. 
-'.,)»' 


.+(.„-«■„ 


■ ) 
«1. 



Augenscheinheh entsteht der Ausdruck für % aus dem für 
4i dadurch, daes man überall in % die zweiten Stellenzeiger 2 
mit 3, und 3 mit 2 vertauscht; der Ausdruck für s^g entsteht 
aus dem für «ij dadurch, dass man überall die zweiten Stellen- 
zeiger um 1 rückwärts zählt, also 2 mit 1, 3 mit 2, 4 mit 3, 
1 mit 4 vertauscht; der Ausdruck für s\^ entsteht dadurch 
aus dem für 4i, dass man in allen den zweiten Stellenzeiger 
4 und 3 enthaltenden Gliedern ^ mit /, und zugleich den 
zweiten Stellenzeiger 4 mit 2 vertauscht. 

Es wären nun in dem Ausdrucke für /^ die aus den 
Gleichungen für s'i^, s^g zu berechnenden Werthe von /j^, /s2j 
/jg, /g3 einzusetzen. Stellt man sieh aber vor, als Pundamental- 
Dreiseit sei, was jederzeit möglich ist, das durch die gegebenen 
Punkte P^, Pg, P3 bestimmte Dreiseit angenommen, so ver- 
einfacht sich die Rechnung bedeutend. Es sind nämlich dann 
die Coordinaten von P, s^^-^ «j, = 0; % = 0; 

» „ -P3 % = 0; %; «3a = 0; 

» „ „ F» ^13 = 0; % = 0; £^33, 

und die drei ersten der obigen Werthe nehmen die Gestalt an 
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2:n = 
4,= 






wobei zu beachten ist, dass nach der vorausgesetzten Lage 
des Punktes P^ Sj^ positiv, 3^^ negativ ist. Aus den beiden 
letzteren Ausdrücken erhält man, unter Berücksichtigung, 
dass s,g = 0, Ss3 = 0; ^^i = 0, 0^^ = ist, 



Werden diese Werthe, sowie die: Siä = 0, g^^ = in obigen 
Ausdruck für d'^^ eingesetzt, so erhält man, indem sich zuletzt 
Zähler und Nenner der Brüche durch ^^^ss ~~ ^it% — ^ii% 
kürzen lassen 



wobei wieder zu beachten ist, dass Sj^ positiv, % negativ ist. 
Es bilden also 
die vier Punkte 

mit den Coordinaten 



-Pi; 



t) 



eine harmonische Punktreihe nach Art. 39. 

Nach Art. 40 ist daher auch der Strahlbüachel P^', S^'s^"SiSj" 
harmonisch, also wird nach demselben Art, auch Sg und Sg, 
sowie Sg und s^ von demselben harmonisch getheilt. Aus 
letzterem Grunde folgt, dass auch der StrahlbüscbeIPi',s^ s/'sjSj' 
harmonisch ist, und dass mitbin auch Sj" harmonisch getheilt 
wird. Endlich folgt aus der h arm onia eben Theilung von s^, dass 
auch der Strahlbüschel Ps',SaS2"s^Sg' harmonisch ist, und dass 
demnach auch Sj" durch denselben harmonisch getheilt wird. 

Genau auf dieselbe Weise, indem man nur den Buch- 
Btabeu « mit } vertauscht, beweist sich der Satz Tom voll- 
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ständigen Vierseit PiP^PsPi- Man braucht nur das Wort 
„Durchschnittspunkt" mit „Verbindungsgerade" und umgekehrt- 
zu vertauschen, statt der bisherigen grossen Buchstaben kleine, 




und umgekehrt, zu setzen, und endlich die Worte „Punktreihe" 
und „Strahl büschel" mit einander zu vertauschen. Man zeigt 
daher zuerst sowie oben, dass der Strahlbiischel Sj, l^ai'ä'i'ii'i' 
harmonisch ist, und schliesst dann nach Art. 40 auf die 
Harmonie der übrigen in Rede kommenden Strahlbüschel. 

Sollen die Coordinaten z, B. der Punkte P^,Fi",Pi,Pi' 
im ersteren Falle auf ein anderes Fund amental- Dr eis eit trans- 
formirt werden, in welchem nicht gerade P^, P^, P^ Ecken sind, 
so verfährt man folg ender massen : Die Bezeichnung der neuen 
Coordinaten bleibe ebenso wie bisher, nur weriSe überall Z 
statt s gebraucht. Man hat dann, indem man nach Art. 28, 
9ö) die bisherigen Coordinaten durch die neuen ausdrückt, 

„ - ^ [I.-„Z„+®'„Z„+»'„Z„][»',Ä+S)-,Ä+S)'„Z„ 



tt) 
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Da nun %, % 
9d) die drei ] 



K 



[Art. 41. 
3 hat man nach Art. 28, 



h- 



%2; ^13-2^3 Nnll ist, s 
! Gfleicbungen: 

■ ©'la^ia -I- ^'23^22 + ®'33^sa = 0; 

11^13 + ®'ai^s3 + ^'31-233 = 0; 

jaZjg + S'ss^s + S5'3a-233 = 0. 
Eliminirt man aus den Gleichungen ffii, &i iy,, und Zg^ und 
wendet die Sätze bezüglich Art. 29, ■ III) ViViVfV *iii 
eliminirt man aus a^, 63 Zg^ und ^ij und wendet die Sätze 
bezüglich Art. 29, c^,c^'iC^iCs ^i^i eliminirt man endlich aus 
**s) 6j .^,3 und ^jg und wendet die Sätze bezüglich Art. 29 
»[', a^\ ßj', Og' an, so erhält man die Beziehungen 



*1S 


■^u; 


^•-1: 


•■Jf„; 


~fc 


•2.11 


^.=fc 


■z„; 


-sS 


■^0.1 




■^!l- 



Führt man nun die in ff) angedeuteten Multiplicationen aus, 
und setzt dann für Zi^,Z^^-^Z^^,Z^^ die Werthe aus *), so 
erhält man 

, = y.- |j • (®„s>'„+a„s)-„+»„5B») (»„2,.+s;Ä+®'„^..)i 

" - «''■*" ■ (*.i®'.i+®u^'»+^i.®'») (S''i.Zu+»',Äi+®'sÄ). 
oder nach Art. 29, IV) &a, "^^^ "i 

Um nun z. B. die neuen Coordinaten Z'i^^ des Punktes Pj' zu 
finden, setze man in dem in f) gegebenen Werthe für ^i 
successive Ä = 1, 2, 3, so erhält man, da £^^ = 0, % = 0, 
«,, = 0, ^oo = ist, 



f*\ 
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Art. 41.] — 151 — 

Drückt man mm iiacli Art. 28, 9«) z\^^,d^^,z\^ durch die 
neuen Coordinaten Z\^, Z\^, Z\^, und ^„, s^g durch 2^j, Z^^, Z^^; 
■^läi^ääj^sä ^^^> ^^^ setzt zugleich für Zjt'^sii ■^lai-^aa i^^ 
Werthe aus *), für ^ü^^aj^ii'^s* ^^^^ Werthe aus **), so erhält 
man die drei Gleichungen: 

i [s'„ij',. + S)-„2-,. + S'„z'„] 

-^ (ji-„ z,. + •&■„ Z„ + S'„ z„) 
^ (s'„z„ + s'„z,. + J)'„z..) +^ (s)'„z,. + s'„z„ + »-.,z„') 

■^ (s!'„z„ + s-„z„ + s'.,z„) 

|!i (iB',, Z.. + »„ Z„ + »■„ Z„) + |u- (»•„ Z„ + S-„Z„ + »■„ Z„) 

streicht man beiderseits den Divisor 3)', multiplieirt Zähler 
und Nenner der Doppelbrüche mit 2)ji %^^, und wendet 
wiederum die Sätze Art. 29, IV) %, &a ^i^j »o erhält man zur 
Bestimmung von Z\y,Z\i,Z\^ die drei Gleicbungen : 

(®'„ i?!, + a^'ii J^,i + "^'n -Zb .) -Zu -^aa 

®'i2^'ii + ^'sa-Z'ai + Sl'32-^'31 = ® ■ ®' 

(®V^4 + 3)'a9 -Ze., 4- ®'as 2,4) i fii ^sa 



(®'i. ^14 -Ps'äi -z,4 + ®'s, ;?ä4) a^ii ^js + {S'12 2ii -1- s'jjifä., + si'ss i;^,) s-^ä Zi, 

ä^'u + S3'2».^'3i + ©'aa^'ai = 0. 
Setat man einstweilen kurz 

®'iz-2i4 + ^J'^a^ai + ^'32-234 = -Mj, 
so hat man also die drei Gleichungen 

®'n ^'21 ^'ai . . 1-^1 ^'21 ® 31 

<?)' 5^' g^' 7' S) ■% -Z,,;^;; . M" -Ti' 3^' 

ÄJ ,2 ÄJ 23 ÄJ 3g '^ u — ji/ 2, if + J/ ® Z -"^a *• ää ■^ 33 

®' ®'„3 25' . U .a-r a 2S .1 OS' ©',3 
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®'ii ®V ®'äi 

S>',2 ®'g3 ©'32 

S'„ H',, a'„ 


7. S)-S'Z„Z,, 


iB'u l ®'.B 






'^» ■" Jf,»„Z„ + Jlf,S„Z„ 






»',, »'.. 3)'„ 

Sl'ia ®'s2 ©'32 

s'„ s;, s'„ 


„, »■li'.ü„z„ 


I)'„ »'„ Jf, 






"■■ Jf,Jl„Z„ + *,S.„Z„ 




Die Det<ji-niTnaTite liijss ist nun 




»'„ a'„ S)'„ 






S'„ »■„ »'„ 


= »'„(^'i!®'» — ®'i)3>'a.) + ®'.,(Sl'„S',j — S'i.S',.) 


S>'u 


t>'„ s>'.. 




+ S)'„(3)'„ »■„-»', 


»',.) 



oder nach Art. 29, 111) V.V-V 

= (®a®'n + ®ia®'äi + ^la^'ai) " ®' 
oder nach demselben Art. IV} a^ 

= S) ■ ®'^ 
DieDetermmantenreclitsindenWerthenfür^'j^.^'^ii^'jj haben, 
wie man sich mit Anwendung der ßegeln des Art. 29, III) 
VjCa'j Vi^^s'i ''i'j'^i' Öberzeugt, die Werthe bezüglich 

Man erhält daher 



2'n = 
■^si = 





+ M.9, 


z„ 


M,®„Z,3 


.z„z.. 


z,, 


Jf,S„z„ 


+ Jf,», 


z„ 






%2 ■2,, 



+ 1 






" M^%,Z^^ + M^%,Z^/ 
Setzt man im Zähler des zweiten Bruches im Werthe für Z\i, 
vermöge der aus *) folgenden Gleichung ©^i -^aa ™^ ®a2 ^12; 
®2s,Z,a für ©si^as! im Zähler des ersten Bruches im Werthe 
für Z\i, vermöge der aus *) sich ergebenden Gleichung 
As'^u = ®ii-2äii ^u-^ai föi" ^ig'^u; i'i "ä^ii beiden Zahlern 
der Brüche für Z\i, vermöge der aus *) folgenden Gleichungen 

^13-^11 = ®U'2bi; ®S3-^a2 = ®32-^B3. ^11-^31 ffll'^n-^m ®ä8-^32 

für SJoa-^ää ^i^j ^o erhält mau 



Z' = 



JH.äl, 


->r,J>„z„ 

,Z„ + Jf,», 

Jtf,®„Z3, 
z„ + iif,», 


"z,T 


•4 


+ SÄ 


Z„ + Jlf.-SJ, 


z„" 


jy.® 


' M,», 


»■%,z„ 


z„ 


Jf.S) 


1 M,t,, 


z„+»,s,. 
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Ganz ebenso, nur treten an die Stejle der -{"Zeichen die 
— Zeichen, findet man die Werthe der Coordinaten Z'L von 






P2". Mail sieht also, 

jetztj dass 

die vier Punkte 

mit den Coordinaten 

7" -^1 3)| , -ZlS 



nicht anders sein kann, auch 






M,®,^Zä, 



■Zn- 



M^^,,Z^^-M^%^Z„ 



M^-i 



-■z^ 



rtt) 



®'l 1 ^u + ®'2I ^34 -I- S'si ^34 i ^% = 35'l2 ^14 + ©'aa .Zb4 + 2)'. 

eine bannonische Punktreihe bilden. 

Genau durch dieselben Betrachtungen überzeugt man 
sich auch ans den auf ein anderes Axen-Dreieck, in welchem 
PvPsjPs nicht Seiten sind, bezogenen Coordinaten der Geraden, 
welche in dem Satze Über das vollständige Vierseit in Betracht 
kommen, dass die oben von demselben ausgesprochenen Gesetze 
auch dann noch Gültigkeit haben. 

Kap. II. 
Die Kegelschnitte. 
■42. Setzt man in der Gleichung eines Kegelschnitts für 
orthogonale Punkt- und Linien - Coordinaten F{x,y) = 0, 
S (5, t)) = 0, Art. 10, Iß), lö), um dieselbe in trimetrischen 
Coordinaten auszudrücken, für x, y und für J, ^ ihre Werthe 
aus Alt 23 bezüglich 8a), Sb), multiplicirt man zugleich die 
Gliedei, welche < und y, J und I) nui m der ersten Potenz 
enthalten mit 1, das constante Glied mit 1^, und setat für 1 
seinen Werth aus Art 25 bezüglich 7n), 76), so erhält man 
nach geschehener Zusammenziehung oflenbar Gleichungen von 
der Foim 

f(äi.ä2-äs) = Ciiäi'-|-2c,3jiä3 + 2c,säiäs + C2^ää*+2c2aä2ä3 + C33ä3' = 0- lö) 
Man erhält dann also die Gleichungen der Kegelschnitte in. 
homogener Form. Dabei soll wieder, wie in Art. 10 Cm„ als 
identisch mit c„in, Cm, als identisch mit c„m angesehen, und 
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— 154 — [Art. 42. 43. 

ea soll je nach don Umständen bald die eine, bald die andei-e 
Form angewandt werden. Die Gleichungen la), Ib) können 
auch in der Form geschrieben werden: 

f (hl' h, h) = (tu äi + ^isää + Ci3 hs) hl + (Ci8 äi + Casäs + 1^53) äs 

Selbstverständlich können alle Glieder einer solchen Gleichung 
wie la), 1&), 2a), 2&) noch durch einen und denselben con- 
stanten Factor multiplicirt oder dividirt werden. 

43. Lässt sich die linke Seite der Gleichung 1«) Art. 42 
in ein Produkt von zwei linearen Factoren w^s, + ^^2 ~\~ ^^3^ 
''h^i +"s^a + "3% zerlegen, ist a\&of{Zi,g^,Z^ = (m^S^ + maSa 
-\- ^^s) i^i^i -\- fii^ii -\- i^s^s), so ist sie Null, wenn 

ist. Letzteres sind aber nach Art. 30, Ga) die Gleichungen 
zweier gerader Linien. Da die Coordinaten ihres D urch Schnitts - 
punktes beiden genügen müssen, so uiuss die Gleichung Art. 42, 
1«) für ^^1,%, i^3 gleiche Wurzeln haben, und umgekehrt ist 
das Auftreten gleicher Wurzeln für s^, %, 0^ ein Beweis, dass 
sich die Kegelschnittsgleichung in ein Produkt von zwei 
Gleichungen gerader Linien zerlegen lässt. Ebenso ist das 
Auftreten gleicher Wurzeln für äi,äa,ä3 in der Kegelschnitts- 
gleicbung 16) ein Beweis, dass sich dieselbe in ein Produkt 
zweier Gleichungen von Punkten zerlegen lassf. Soll nun 
eine Gleichung für %,%, .s^ gleiche Wurzeln besitzen, so niuss 
ihr Differenzialquotient nach ^1,113,^^ Null sein; es müssen 
also ausser der Gleichung Id) auch die Gleichungen bestehen: 
'hi^i + "lä^ + 'hi'^s = 0; ^12^1 + Caä^^a + <^ih = 0; «^13^1 + 
'^3^2 + %^3^0- ^i*^"^ ^^^^^ ^^^^ erfüllt, so ist dies auch 
mit der Gleichung 1«), da sie sich in dej Form Art. 42, 2a) 
schreiben lässt, der Fall. Man sieht also: 

Die Bedingung dafür, dass die Eegel Schnittsgleichung la) 
in ein Produkt zweier Gleichungen je einer Geraden, und 
dass die Kegelschnittsgleichung 16) in ein Produkt zweier 
Gleichungen je eines Punktes zerfällt, ist das gleichzeitige 
Bestehen der drei Gleichungen bezüglich 
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Art, 43.] 



155 — 



Cn^j + '^ 



«11 'a 


«1. 


»la <i! 


»I. 


»i. «1. 


% 



= 0. 



i'O 



3 + '^lA = 0; c„ä. + c,,ä, + C,,ä3 = 0; 
3 + %23 = 0; Ciaä, + Cä^Jä + Csaäa = Oi 

s miiss demnach die Determinante Null sein, oder es muss sein 

I = 0; Iffl) 

Jede dieser symmetrischen Determinanten hcisst: Diacrimi- 
nante. Dieselbe soll im Falle la) mit C, im Falle 16) mit 
E bezeichnet werden. Es soll also gesetzt werden 

Cil Clä <hs 

2<hs<^3 = C; 2a) Ciä Csä c^^ = ©; 26) 

3 '^B '^ '^13 ^13 '^53 

oder, auegerechnet, und mit Beziehung auf c 
cyklisch geordnet, 

»^1.^33^33 + Sq^CasCsi — CuCag^ — CaaCa/— Cj^q/ 
oder, durch Zerlegung in Parti al-Determinanten 
((^3 % — %i^) '^u + ('^3 -^3 — "13 i^s) % + (Caa CjB — Cgj C^a) Ci3 = C; 

oder {Ci3% — Ci2C33)ßai + (c38'?ii — Cai^% + (%C3, — CaaCiJcaa = C; 

oder (%<aa— Cs,%)c5i + ('^i% — %0'^2 + (''ii% — Ö% = t?; 
und ebenso: 
(CäaCga - Ca3^) Cn -f (^8^36 — ^13^33) ^lä + (CssCiä - C^iCga) q^ = ©; 

oder (qjCaa — q^Cgs) c^, + (0^3 c^ -- C31') Caa + (c^, t^i — (n^n) c^a == S; 

oder (CaaCiä -C3iC33)C3i +(c^C3i — CsBCiOCsa + CCiiCaa — Cia^Cgg = ©. 
Bezeichnet man die Partial-Determinanten, welche den Coeffi- 
eienten von c„j„, C^,,« bilden, bezüglich mit C„,„, ^mn, wobei, da 
Cffln und c^, Cm» und Ckw als identisch betrachtet werden, auch 
C„^ = Cum) ßnin = S^m sein muss, so hat man folgende Be- 
ziehungen: 



7S) 



~ «is"!!* = ß; 



36) 



«s.»»-«!.' — t;,; 




t„t..-c„'_ 


V„-c„'-C„; 


7«) 


Cj,tu - t„' — 


»ii«!i — «11' — C„i 




Cu^sä — Ci/ = 


»iBti.-ti.'ii — Ois; 




tut!!-tl.% = 


»ne.! - <is«ii — CWi 


8a) 


C,lC3,-tj,C„- 


Ci,<;„-c,,c„-C„i 




tMCii-CjiC,,— 
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— 156 



[Art. 43. 44. 



Man sieht auch hier, dass in 7) und 8) jede Gleichung aus 
der vorhergehenden, und die erste wiederum aus der letzten 
durch cyklisches Fortriickcn der Indices um 1 entsteht. Man 
hat ferner die Gleichungen: 
.^fäi — V) (CiiCaa — O — fei% — ^i^iY = Pii ^^ 
<Ha — Ci2^) {<h2 'hz — f^i) — i^i Cia — ^1 <hi) ^ = <kiC; 
>»2<^ — V)(Cs3<'ii — %^) — (%'^ — ''ia<ii3)*='C33 C; 
^Ca'^l — Ca3Cil)(CB2''ji — «^31%) — Q^1B<'23 — <ä2C33)(Cu% — %*) = *i2 ^] 
'«^2% — ''8lCs2)(Ci8'~i|| — CiaCjg) — {c^iCgj^ — Cg3Cn)(%t^S " O = % C'i 
■%% — Cl2C33)(%% — '^S<^ll) — (''Säßlä — '^I%)(%% — ^31^) = % '^i 

und ebenso; 

iiCaa — Ci2^)(CasC3s - C^/) - (CggCia - ^,t,^y = C^g E 

■^2^33 — 0(<:3sCii — ^31^) — (Clausa -- CiaCsa)^ = 0536 

aiCsi — C23fii)(CB2Ci3 — CsiCaa) — (^13^33 — CiaC35)(CiiCa2 — q/) = q^ 6; 

■aäCiä — f3i'^)(ti3% — ^12^33) — bn^i — Cä3Cii)(C22fi 

13^23 — '^IsCssXCsiCsi — C23C1O — (CgaClS — C3lCs2)(C33C] 

oder, nach 7) und 8) 

CgsCa - Csi* = C!2 C^i ■^33*^» - t^s/ -= tat ^ 

(jj I ^sa — ^is "^^ '^a ^ 7 

CsaCg,- 0,30,3 = Ci, C; 

C»,Cia-Gs3Cu = Cs3 C; ©3i®ia - 

CisC23-(?si(72a = C3t C;J ©laSaB — ©3. 

Sowohl bei den drei ersten, als bei den drei letzten Gleichungen 
in 10) entsteht wiederum jede folgende aus der vorhergehenden 
durch cyklisches Fortrücken sämmtlicher Indices um 1. 

44. Die Gleichung der Tangente in einem Punkte 4 an 
einen Kegelschnitt f(2j^, s^, Sg) lautet 

/i'-^i. + /;-^2+^'-^3 = 0, 
wenn /X den Werth bezeichnet, welchen der für Zt genommene 
Differenzialquotient von /(^i, 22,^3) erhält, wenn di, für ^j gesetzt 
wird. Die Gleichimg des Berührungspunktes auf einer Ge- 
raden ät mit einem Kegelschnitt ^{i,>h,h) lautet 

fi' ■ äi + fa' ■ 3. + f; ■ ä3 = 0, 
wenn \'t den Werth iDezeiclmet, welchen der für j* genommene 
DifFerenzial(iuotientvonf(äi,ä3, äs) erhält^ wenn äi für JtgeseUt wird. 



lOo) 






, 8; 



.9«) 



9S) 



106) 
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Art. 4+.] — 157 — 

Der erste Satz ergiebt sich folgeaderniaasen: Es seien 
s'k und ^i + A ^i zwei benachbarte Punkte des Kegelschnitts, 
so ist nach Art. 32, 2a), wenn sj. für das dortige ^ü, % + A^e* 
für das dortige Sjg gesetzt wird, die Gleichung der durch die 
beiden benachbarten Punkte gehenden Sekante 

h' («; + A«;) - «,' (%■ + A«;)] «, + fe' («Z + ao - «; (%■ + ao] % 
+ [«; fe' + A^,') - < « H- A<)] •>. - »- 

oder 

«A<— r3'AO^i + «A<-<AV)0a + (2i'A<— .g/AO'^a^O. 
Dividirt man diese Gleichung durch As^' und geht von den 
Differenzen auf die Differenziale Über, so erhält man 

/ , dz.,' , dz.,'\ 1 / ' ' AzJ\ . / , dzJ A „ .> 

Da nun die beiden Punkte auf dem Kegelschnitte hegen, muas 
fW + A 2/, 2,- + A «.', < + A <) - 0; /■«, .,', «,•) _ 
sein, also auch 

/■(«,' + A 2,; V + A 2,', 2/ + A o - /■(«;, >;, k) - o 

oder 
/■« + A2,', < + As,-, < + AV) -- AK. < + A V, < + A<) 
+ /fe-, «; + A V, %■ + A 2,') - f (5.-, <, '.; + A <) 
+ /■(»,■, 3i', %' + A«;) - 1{K, «,', <) - 0; 

oder 
Arte,',«; + As,', s,' + Aa,-) + A««/, «,>.' + A%') + A««,', «;, O -Oi 

oder 

AAV^V + AV.V + AV) ^ , A /-(i:,-.V,< + AO . , 

+ ^ffli^-A<-0; 
oder, wenn man durch A z^ dividitt und auf die Differenziale 
ilbergeht, vermöge der oben genannten Bedeutung von fk 

f; + U-'t;-VK-'t;-^- tt) 

Nach Art. 23, 9a) müssen aber für die beiden Kegelschnitts- 
punkte auch die Gleichungen gelten 

t,r, {,; + A«/) + J,r, fe' + A%-) + g,r, {,; + A<) - I); 

9,v; + g,v^ + 9:,vi = D, ') 

also 

Il'i A»; + 9t't A2,' + ftf, A2,' -= 0; 
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— 158 — [Art. 4t. 

also auch, wenn ma.n durch As/ dividirt, und dann die 
Differenz iale nimmt, 

Aus den beiden Gleichungen ff) und fff) ergehen sich nun 
die Wertlie 

Werden diese Werthe in die obige Gleichung f) eingesetzt, 
so nimmt dieselbe die Form an 

+ [^3^3 {^//l' + ^a?/) - ^a' (^i^i-^i' + g^r^O} h = 0; 

oder da nach *) g^r^s^ '\' 9h'''zh "^ ^ — ^i^i'ä^i'; ^a^'a^a' ~f" 
y,r,s; = JJ — (CaraV; Si'^y^x + g^^^s = -D — ffa^'aV H 
[?i*-i (^,'/;' + Vf; + ^a?a') - -D /!'] ^1 

+ [?a>-s (^/A' + </■.' + ^sT;) - -D /a'] ^a = 0; 
oder 

(9,n 8, + Sun". + s.v.) (.<f: + 'X + <K) 

-D«-«, +ff%+/,'2,)-0. 
Da nun die Gleichung *) oder Art. 23, 9a) auch für jeden 
Punkt Sy, s^, «3 der Taugente gilt, lautet die Gleichung auch 

B fe'ff + <fi' .+ %?.') - -ö (Ä'«, + ff »> + ff %) - 0, 
oder 

(vff + 2,7; + %'ff) - (ff »■ + ff % + ff %) - 0- ••) 

Nun ist, wenn die Differeuziation der Funktion /; Art. 42, 1«) 
nach .Sj, Sg, ^u ausgeführt, und dann Zk für St gesetzt wird, 

= 2{qiS/^ + 2c,a2/Sg' + 2ci32i's3' + %%'^+2(^32/%'+%33'^) 
also 

^iY; + %?; + <f: = 2 ■ n:4x<)- 

Es ist aber, da der Punkt dk auf der Curare liegt, fir-l, s/, s^') 
= 0, also hat man auch 

Kc + <r; + <r-: - o. 
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Art. 44. 15.] — 159 — 

Es lautet <3aher die Gleicliimg der Tangente nach **) 

oder /i'^, + f;s, + /;'% = 0. 

Ebenso ergiebt sich die zweite Regel, wenn man den 
Durchs chnittspunkt zweier benachbarten Tangenten des Kegel- 
schnitts aufsucht, und diese dann in eine einzige zusammen- 
fallen las st. 

45. Werden in der Gleichnng der Tangente statt der 
Coordinaten eines Punktes des Kegelschnittes die Ooordinaten 
eines nicht auf der Curve liegenden Punktes P" eingesetzt, 
so ist die dann entstehende Gleichung 

die G-leichung einer solchen Geraden, dass auf jeder durch P' 
gehenden Geraden r das von P' und p begrenzte Stück von 
den Durchschnittspunkten 8^,8^ harmonisch getheilt wird, 
d. h. p ist die Polare von P' (Art. 18). 

Werden in der Gleichung des Berührungspunktes statt 
der Coordinaten einer Tangente des Kegelschnittes die Coor- 
dinaten einer die Curve nicht berührenden Geraden p ein- 
gesetzt, so ist die dann entstehende Gleichung 

i'sf.'i. + f/ä. + fa'fe-O 
die Gleichung eines solchen Punktes, dass der ira Durchschnitts- 
punkte R jeder durch P gehenden Geraden mit p gebildete 
Winkel von den von P an den Kegelschnitt gelegten Tangenten 
Si, s^ harmonisch getheilt wird, d. h. P ist der Pol vonp' (Art, 18). 

Es seien nämlich im ersten Falle die in den Grössen /* 
enthaltenen Coordinaten s'k die eines nicht auf dem Kegel- 
schnitte liegenden Punktes P', die Coordinaten des Durchschnitts - 
Punktes P" von r mit jt seien z'k, die der Durchs chnittspunkte 
S-y, (Sj von r mit dem Kegelschnitte seien s^j, s^^, so muss, da 
Si und Sg mit P' und P" auf derselben Geraden liegen, nach 
Art 35 sein 

% = Si^* + 22<;a + es = i; % = 9i4'— S2%;2l'-^ä = l• 
Da aber sowohl S, als i?^ auch auf dem Kegelschnitte liegen, 
rauss auch sein/(0ji,%,%) = 0; /'(^la, ^^ai %) = 0> oder also 
es muss sein 
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Entwickelt' man diesen Ausdruck, indem majj die Werthe 
% = 2i % + 2s 4 ; % = Si 4' — ffa 4 in die Kegelsclinittgleicliung 
Art. 42, Iß) eiDsetzt, so erhält man die Gleichung: 

+ 9, 2a [^i" ■ 2 (f,i s/ + CiaÄ^; + c.g s/) + n^' - 2 (c^g^i' + ^4-2' + e^%') 
+ ^a" ■ 2 (c^2i' + <^s^a' + ^33%')] 
+ ?a' [^i^i'^ + 2 Cis^/^a' + 2 Cia^iV/ -\- c^g^ + 2 (^^/^s' + c^sh'^] ■= 0. 

Nun ist offenbar 2(Cji^i' + %%' + CigS^') =/'j'; 2(ci22i' + 

i^aSa' + Cäa^s') = /a'; 2 (Cj^^j' + (^gSg' + Cgg^j') = fg, also lautet 

die Gleichung kürzer 
«>■/«',%",%") + !!.S,(Ä'«>" + f,'^," + /:,'<■) + S, '/(«!>.>.') - 0. 

Da nun nach der Voraussetzung der Punkt P" mit den 

Coordinaten s'^ auf der Geraden p liegt, ist 
fi<+f>%" + f.'',"-0, 

und man hat daher nur die Gleichung: 

?.vfe",o;') + 9,Yfe>,>.') - 0. 

Aus derselben folgt 

wo die Wurzel nur positiv zu nehmen ist, da sowohl 5^ als 
2ä als absolute positive Zahlen vorausgesetzt sind. Bezeichnet 
man den coustauten Wurzel aus druck kurz mit w, so hat man 
für den inneren Theilpunkt S^ der Strecke JP'F", und für den 
äusseren Theilpunkt S^ derselben bezüglich die Gleichungen: 
?i + ?s = l; 01 — 52 = 1; 



Aus diesen folgt 
für Ä,: q^= ^^^; q^ = ^:p['-> f«"^ S'i- Si = ,7^5 2« = ,7^:1 
Es gilt also das Gesetz für die Coordinaten 

von Si- von S^' 

oder 

Es wird daher nach Art. 39 die Strecke T'' F" von yS^,Sa 
innerlieh und äusserüch im Verhältniss w : 1 harmonisch 
geiheilt. 
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Art. 45. 46.] — 161 — 

Ebenso beweist sich der zweite Satz. Siiirl ä* die Coordinateii 
voiip',?t die derVerbinduTigsgeraden p" vonJf uiitP, JinJia die 
der Tangenten s,, s^, so ist 

an ^^ r+w? ^* "'"r+lä ^*' ^*^ '^ t'^w ^* 1 —Ml ab- 
setzt man nun, wenn r^,r^ die von auf _p',j)" gefällten 
Perpendikel sind, 



ao sieht man nach Art. 39, dasa der "^Vinkeiyp" von Sy,s^ im 
Verhältnisse — i : -r, oder rJw : r,' harmonisch tjetheilt wird, 

46. Liegt ein Punkt P" anf der Polaren eines Punktes P', 
so liegt auch P' auf der Polaren von P". Geht eine Gerade p' 
durch den Pol einer Geraden p, so geht auch p' durch den 
Pol von p". 

Sind nämlich s'i, sl bezögiich die Coordinateii von P', P", 
so ist die Gleichung der Polaren von P' 

/-.■ä, +/■/«, +f,'£,-0. 
Da nun P" auf (ijesev Polaren liegen soll, muss auch sein 

oder 

Dieselbe Gleichung aber lässt sich auch schreiben: 

Die Ooefficienten von s^ aber sind die partiellen Differenzial- 
quotienten von f nach Sj, Sg, Sg, wenn nach geschehener Diffe- 
renziation si' für Sj eingesetzt wird; sie sind daher mit/I' zu 
bezeichnen. Die Gleichung lautet daher auch 

Da nun /i"^j -j- ^"2^ + /3"i^3 ^ ^^ Gleichung der Polaren 
des Punktes P" ist, so erhellt, dass die Coordinaten von P' 
dieser Gleichung genügen. Es hegt also P' auf der Polaren 
von P". 
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[Arf. 46, 47. 



Ebenso beweist sich der zweite Satz. 

Ein solclies Dreieck, in welchem jede Eclte der Pol der 
gegenüberliegenden Seite, und jede Seite die Polare der gegen- 
überliegenden Ecke ist, heisst ein sich selbst coujugirtes Drei- 
seit oder ein sich selbst conjiigirtes Dreieck. 

47. Soll die in orthogonalen Punkt- oder Linien- Co ordiiiaten 
vorliegende Gleichung F{x, y) = 0,% (j,^) = 0, Art. 10, Id), Ih) 
in die Gleichung f{^i, s^, s^ = 0, f (äj, \^ jg) ^ in homogenen 
Pimkt- oder Linien-Coordinaten transformirt werden, so hat 
■man nach Art. 42 die in Art. 23, 7), 8) aufgestellten Werthe 
für a;, */; f, t)i '^'^^ 1 i" ^^"^ ^'^^ angegebenen Weise einzusetzen 
und zu verwenden. Man erhält dann als Coefficienten von 
^A^i^ etc. Brüche, welche sämmtlich den Nenner 5)^ oder Iß 
besitzen. Wenn man nun die Gleichung des Kegelschnitts 
in homogenen Punkt- oder Linien-Coordinaten mit beaüglieh 
3)^ oder Iß nicht erweitert, so erhalt man als Coefficienten 
Cj^,Cja etc. von s^yS^s^^ etc. die Werthe: 



c-^^^^r \"'^ 






+ 



Ho, 



(E,~E,)'-2«,.(E>-Es)(fc-fc) + 2«„3e,a(S,- 
+ «,,{l,,-l),)'-2«„S,g.fe-fc)+o,.S, 

(E,-j,)'-2<.„(j.-E,)ft),-9,) + 2«„X,a,(&- 
+ <h, (!l. - Dl)' - 2o„ S,9, (?, - 1,.) + o„S, 

(E,~E,)'-2»..(E,~Ei)(ll,-l!,) + 2«i.SiS.(E,- 

(!.-E.)(&-&)-«i.[te-Ej)(9.-l).)+(Ss-E,)(tli- 
,R?).(E,-!.)+X.?)i(E.-E.)]+<%!(D.-«.){«.- 
:R?)>(»s-l).)+S.9i(ll.->).)] + «..S.?)s-S.a| 
(E.-E.)(&-E.)-«o[fe-Si)(>li-!l.)+te-E!)(».- 
Ra(E.-!.) + X.9»(6-!i)] + «»(l).->li)(«i- 

[x.a(D.->i.)+3£.ati).-!i,)]+«»x.?).-3eial 

(£i-E,)(E.~E.)-»i.[(E,-Ej(».-l),)+(E,-E.)(l)i- 
[X,a(E,-E.) + X>9.(Ei-E,)] + «.,(>)i-«(fc- 
[Ii9,(l),~>l,)+3E,9.(«l.-».)l+"»X.®!-3£,a) 



1") 
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Art. 47.] — 163 — 

-j^- (ii„(«,~i,)'-2a„(i,-i,)(fc-ft) + 2o„X,F.(^,-«.) 

.i.|a„fe-x,)'-2a„fe-x,)(i/,-?,)H-2o,.Z.r,fe-3:.) 

+ o^fc-»,)' - 2%X,r,(j,-,0 + ci„Z.r,'); 
= 55- jlli,(«i-a!!)'-20i,(ai-»,)(!/,-J,) + 2n„X,r,(l,— »i) 

-5J' {«ufe-»i)(as-»^i)-»i![fe-».)(!/t-Ä) + (»i-ä'i)(!'!-!'i)] 
+ a„K F,(«, - «,) + ^ F,(i, -«,)] + llafe -».X», " ä) 
-o»[X,F,(i/,-i,J + Z,r,{!,,^j,,)] + a,Ar,-X,r,j; 

•jji- («iife-»i)(»i-a:s)-«is[(».-a:i)(!/i -&)+(:», -«s)(!/i-»i)] 
+ o„[Z,r,fe-i,)+X,r,fe.-a;,)] + il,,(S,,-!,,)(i,,-»,) 

- a„[2, F.fc - j,,) + X, r,(!/, -a)] + a„x, F, • z, r4 ; 

= 355- [o„(ai-ai)(3i-ai)-o„[(3;,-iii)(!(,-j/,)+{a!j-a!,X»,-!(,)] 
+ a„[Z,F,(i,~a:,) + X,F,fe-rt,)] + 0„0,-s,){!/,-if,) 
-o„[X,F,(j,-s,) + ZF,(».-j,,)] + a„X,F,.Z,F,). 
Man bemerkt sogleich, dass m lö) die Werthe Cn^Cjs, (^3,^11 
aus einander hervorgehen, indem man die Indiees an allen 
deutschen Buchstaben, giosuen wie kleinen, eyklisch um 1 
fortrückt; ebenso gehen c^,, 'jj, c^i, c^a aus einander hervor, 
indem man, um das folgende c zu erhalten, in dem Werthe 
des vorhergehenden an allen deutschen Buchataben die Indiees 
eyklisch um 1 weiter schiebt, also aus 2 statt 1, 3 statt 2, 
1 statt 3 setzt. In Ih) entstehen die Werthe von c^j, Cg^, C33, C^, 
und von 0^3, Cgg, C31, Cj^ je aus dem Werthe des vorhergehenden 
C durch cyklische Erhöhung sämmtlicher Indiees an allen 
lateinischen Buchstaben um 1. 

Will man die homogene Gleichung in der einfachsten 
Form haben, so ist nur der Bruch ^, ^ wegzulassen. 

Es lassen sich ferner die Partial-Determinanten der Discri- 
minante, Art. 43, 7), 8) der ti'ansformirten Gleichung durch 
die Partial-Determinanten der Diacriminante der ursprünglichen 
Gleichung, Art. 12, 7), 8) ausdrücken. Es ist nämlich z. B. 



IS) 
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Werden liier für CiifCga,^^^ ihre Werthe ans 1«) eingesetzt, 
so erhält man naeh geschehener Hebung 

ß,. - p- (»,A>[fe-E.)(l).-l).)-te-E.){l).-'>.)]' 

+ 2o„»„[(E,-S,XD,-«,) - te-I,)fc-t).)][IAfe-E,) - S,9,fe-J.)] 
+o„»„[X,a(E,^!,)-I,a(E,-6)p-<[(E,-s,)(l),-tlr)-(Ea-E,XS,-l|,)]' 
-2o„iI,s[fe-E,)(l),-l),)~(Sa-E,)(9i-«,)]R9s(E.-Ei)-S.9i(Ei-Ei)] 

-3o,A,[(s.-E.)(t).~l)J-(E,-E,Xtl.-t),)][X,?).(l).-l),)-S,a(D,-l).)] 
-2o„«„[X,D,(E,-E,)-«,a(E,-E,))[X,9>(lls-l).')-3£.a(l).-W] 

+ 2».,«»[(E.-I.)(lls-!l,)-(E.-E.X».-«.)]Ra(l!.-Si)-3Eaa(l).~».)] 

+ o,,«,. [3£.a(>i.-9i) - x.a(»i>-i).)]' - »1.' Ra(E,-E,) - ^.mu-x,)? 

+ 2o„o„[S,a(E,-J,)-X,?),(E,-S,)]R9s(l)s-l),)-i.9i(l).-l).)! 

- o„"ff,D, (ti,-fc) - s,g. (i),-i),)i') i 

oder, nach Art. 27, 8«), 9a), 
C» — 51- l«!!«!!®' + 2o„a,s!B'E, + »„«»»'Ej' — Ou'®' - 3ii„o„®'e, 

— 2^13033 23* IJS 2013033 S^Es 93 

+ 2<.„a,s»*53 + 033053 S'l),> -<i„>a"E,' + 2a„a„B=E,l), - <^%'} 
oder 
C„ — i- [(0,303,— o„5l),' + 2(il„ 0,3— «,,0„)E,1), — 2(o„o,, — aj, II,,) L), 
+ (Ob,o„—0s/)E>' — 2(0,1 0,1— 0,30,,) E. + («ii«ii—"n'^]! 
oder nach Art. 12, 7o), 80) 
C3,-i-[yl„5,'+2jl„E,tl,-2^„ll, + A,E,'-2^„Ss + ^3.]i 
oder 

Ebenso findet man C^^, C^g, einfacher aber dem oben Bemerkten 
zufolge dadurch, dasa man die Indices an den deutschen Buch- 
staben je um 1 fortrückt. 

Ferner ist C^g = c^^Cg^ — c^^c^^^, oder 

Setzt man hier für Cja, Cja, t'asj ^u ^^i^^ obigen Werthe ein, so 
erhält man nach gehöriger Hebung und Zuaammenziehung: 
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Art. 47.] — 105 — 

Ca - JT ■ 1 0„ "„ [(Ei - E.) (II. - l)i) - (E, - El) («, - «>)] 
■ Ke. - E,) (9, ~ »,) - (E, - E.) (\ --«.)) 

+ «„«„ll(E.-!,)(l),-W-(&-E,)(?,-!l.)]ftS)a(!.-E,)-3e,a(E,-E,)] 
+ [(E<-E,)(tls-!l.)-(E.-E,)(fc-t),)][X.?).(S,-E,)-S.8s(E,-S.)] I 

+ «„«..Ra(E,-S,)-I,a(Ei-Ö]ftS),(S,-E,)-X.?),(E,-E,)] 

-«./[(!i-E!)(fc-l),)-(E>-E.X9i-fa)][(!i~E.)(t)a-9,)-(E.-E.)(ll,-l).)l 
«» {[(E,-E.)Öa-«,)- (E,-Ei)(».-9.)][3£J,(E.-E,)-»,ä).(E,-E.)l 
+ [(E-E,)(9,-W-(S.-E.)Cll.-»,)][S>?).{&-E,)-S,afe-E.)]| 
«» I Ke -E,)(tl,-fc)-(E.-E.)(t|,-l)i)J ftSI.(S,-l)i)-X.a{«>-tla)l 
+ [(Ei-E,)(l|,-!l,)"(E,-E,)(l!i-»j)l[S.B,(tl,-l),)-X,9.(l)i-!l,)]) 

«» I ft9. (E.-E,) - 3£.S)i (Ei - E,)] Aft («.- 9.) - s,a («, - Wl 

+ [«!?). (E,-E,) - i,a (E,-Si)] R?i,(«.-!i,.) - 3£,a (fc-y]i 

+«.A> lKE.-&)(ll>-y-(E,-E.)(fc-t)>)][3t,a(fc-l),) - S.a(9.-!),)] 
+ [(E,-E,)(>l,-!1,)-{E.-E,)(l) -l),)][S.aA-fc) - S,?),(l!i-».)] I 

+ <%«,, [«,D,(t),-5.)-S, 8,(9,-9,)] [i,a,(ll,-<l,) - 3E,?),(tli-t),)] 
[*,?)■ (Es -E,)-S,a(Ei-E,)] RS. (E,-E,)-Xs!l.(E,-E,)] 

+<»,.%(Pia(E,-E.)-3£,8),«,-E.)]RD.(ll.-?,)-3£,a(9,-ll,)J 

+fta(E,-E,)-s,a(E.-E,))[s,a(fc-9.)-i,a(9,-i),)]i 
- v [».a (ii> - 0.) - 3e,ii. (9, - 1),)] RS. (9,- «,) - x.a (t), - 1).)) ) 

oder nach Art. 27, 8ß), 9«) 

Cn — J?- (»11%! *' + "u"»! ®' (Ei + E.) + «11 «M ®' EsE. — »1,' V 

— »„Hl, tf (E, + Es) - »uOii V (1), + 9j) - o,,a„ E'(s,9,+e,9j) 
+ o,,o,sE=(9, + 9s)+,o„o„S)"9,9s — o„'S'e,e. 

+ »i.«!jS>'(Eii9i+S.9i)-VI''9i9sj 
oder 

Cm— 3,', • [(»»«»s — «j.')I)i9s + («i.«!S — «i."i.)(Ei9, + £a9>) 

— («8a«i3 — «3ia2a)(9ä + 9a) + («aa^ii — «3i'')EaE3 

— («aiOai — «!.«ii) (Ja + Es) + ("lA. — »la')] 
oder nach Art. 12, 7«), 8t») 

C„ - ^ • [^,i9,9,+^i,(Eal)a+E,9a)-'li.(9a+9a)+4,.EaE.-Aa(E.+Ea)+Aa} 
Bhenso findet man CguCja, oder kürzer durch Portschreiten 
der Indices an den deutschen Buchstahen. 
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— 166 — [Art. 47. 

Hat man so die Partial-Deterraiiianten bestimmt, so kann 
man auch die ganze Discriminante C, E der fcransformirten 
Gleichung/'(3i,Ä^,i^3) = 0, Käufeäa)^^ durch die Discriminante 
A, 2t der ursprünglichen Gleichung F{x,y) = 0, 3(S,9) = 
ausdrücken. Es ist nämlich 

Werden hier für c^j, q^j ^ig, Cn, Cj^, C13 ihre Werthe eingosetst, 
so erhält man, wenn mau hebt, was sich heben lässt, die 
mit dem Coefficienten 4 behafteten Glieder in eioe Summe 
von 4 Gliedern auflöst, und dann die Satze Art. 27, 2a), 3a), 
4a), lOts) anwendet. 

- «iB^33 ih - Ss) Ei ® + «13^38 (h -h)^ + «aaAa (93 - tls) 9i ® 

+ «3,^32 (Qä - y £1 2) — «33A3 (^3 - 9s) ® 

+ <». AsS.Sä® -«ss^ss(9ä -93)® 
oder 

C= ^\ j— fe-£3)tllKl^ll + %2As+«13A3] + (^2~93feK2^ia+«SaA3 

+ «äs-^aü + ^aSIa [«13 A3 + «23^3 + Oits-las] 

— (Ss — Sa) Si Ki'lia + «is^sa + «13^23] + (S2 - Es) Ki^is + «is^se + «13^33] 
+ (9a— 93)91 Kä-^u + «32^2 +«23^3] — (i)ä—y KsAb + '^aaAs + «23-433] 

-3eagl3E,KA2 + a23As + «33-^3] — ^2?)39lK3Al+%3Aa + «83A3]' 

Nun ist «11 Ai + ffliäAa + «13-^15 = ^Aa + «22-^2 + «us-As 
^ «is-^is "i" «38-^3 4" '*88-^33 "^ -^t ^^^ Inhalt aller übrigen 
eckigen Klammem ist aber Null, also hat man 

C-ii- [- (E. - E.) 9. + («. - fc) E. + i-a] 

-W-[~ E.I). + E,l), + M, - &«, + 1,9.] 
oder 
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Art. 47.] — 167 — 

also iiaeli Art. 23, 6a) 

C-^-A. 

Fasst man daa Bisherige zusammen, so sieht man also: Wird 
eine Gleichung F{x,y) = 0, g(s,^) = 0, Art. 10, Xa), 15) 
eines Kegelschnittes ffir orthogonale Punkt- oder Linien- 
Coordinaten in eine Gleichung /"(%%, Sg) = 0, f (äi,ää,ä8) = ^> 
Art. 42, la), lÖ) für bezüglich homogene Punkt- oder Linien- 
Coordiuaten transformirt, und wird während der Transformation 
durch keinen Factor gekürzt oder erweitert, so finden zwischen 
den Discriminanten der ursprünglichen und der neuen Gleichung 
die Beziehungen statt: 



e = 4 



26) 



und zwischen den Partial-Determinanten der Discriminante 
der ursprünglichen und der neuen Gleichung die Beziehungen: 



[^„l),'+ 24„E,I), - 2Ä„\)^ + 4„E,' - 2AaI, + A,] ^ 
[A,,i),' + •2Ä„t,tl, - 2^1,1), + A„h' - 2-l.,S.+ ^3,] ' 

[yl„l|,fc+A!(E,t)! + &!li)-^„(l), + fc) + AiE,& 
-AJj.+Ü + A,}. 

c„ -■ ^ ■ [Ai fci). + A, ISA + Sjfe) - A. (9, + W + A, hh 
-A,(!>+E.)+A.]; 

-A.(Ej+ti)+^ij]l 



3ii) 
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— 168 — [Art. 47, 48, 

(j„ _ i ■ [a„s,>+ 2»i„i,!,, - 2«,^,, + %„i;' - 2a,.=t, + a J; 
6„ - i ■ [si„9/+ aa, Aj, - 2a„s, + %^.,' - 2«,a + » 
«» =p- [si,&'+2a.«s - 2a.>!/,+a,A' - 2a„a:.+a, _ 

-St„(x,+ai)+aJ; 

E»-i^-[a„s,!/,+a„(«>fc+«Ä)-a,ata+».)+«.A». 

-a„(a:,+i,) + aj; 

s„ = 6.,-^-[a„M,+a„(äM,,+i.j,,)-a„(!/,+»,)+a„«A 
-a„fe+»,)+a„]. 

Ist bei der Transformation vtfti 2'' in /; von 5 i^i f bezüglich 
mit S^, 7?^ erweitert worden, ao sind, um dann die neuen 
Discriminanten zu erhalten die Ausdrücke in 2«), 2&) bezüglicli 
mit S)^,Z)* zu multipliciren; und um dann die neuen Partial- 
Determinanten zu erhalten sind die Werthe in 3a), 3&) 
bezOglich mit 2)*, iJ^ zu multipliciren, 

48. Soll umgekehrt die homogene Gleichung eines Kegel- 
schnitts in eine orthogonale von der Form F(x,y) = ü, 
g (jj t)) = transformirt werden, so hat man in den Glei- 
chungen Art.. 42, Iß), 1&) nur für Sk,%h die Werthe aus 
Art, 23, 3a), 3&) einzusetzen. Ordnet man dann nach Poteny.en 
von ?/, a:;t), E, so erhält man eine Gleichung von der Form 
Art. 10, ite), 16), und zwar findet man: 

«12 = ['hl Si 9i + h^ fe 5a + Es 9i) + 'h-i (E» 9i + Si 9») + c,2 Sa t}2 

«is = -[Ciitli + %(9i+y + 'ia(9s+?i)+%9ä + %(?3+y + C33y; 
«aa = [«^ii Ei' + 2 Cia Ei Ss + 2 Cjs Es Ei + <^3 Eä' + 2 Cäa Sä Es "h «33 E/] ; 
ös3 = -[CiiEi+Ci,(s,-j-E,) + %(E3+Ei)H-%E3 + Ca8(E3+E3) + %E3]; 
Ö83 = [Cii + 2ciä + 2% + (^ + 2(^s + %]; 



3^) 



la) 
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Art. 48.] 



169 



= [Cii ^iVi + Cis (^i^ü + a^a^i) + (^is (a^s^/i + *i%) + ^23 ^J/s 
= ~ [tiiJ/i+CiaG/i+?/2) + ei3G/3+J/i) + C22S'a+ta8(!/s+J'8) + %!'3]' 

- i'^n + 2 C,, + 2 Cig + C,, + 2C38 + C33]. 
Sekt man in diese Werthe die Werthe für c^, Cj^, . . - c,,, 0,^, . - . 
in la), Ib) des vorigen Artikels ein, so erhält man unter 
Anwendung der Regeln in Art. 27 die Gleichungen F(x,y) = 0, 
g (E, l)) =^ wieder, indem «„ = "'i^ , ßja = 4^ ^*'^- wird. 

Es sollen jetzt die Parti a!-Determiiianten der Discriminante 
der transformirten Gleichung durch die Partial-Determinanten 
der ursprünglichen Glfithung /'(.r^^e^) = 0, Khrhih) "^^ 
ausgedrückt werden. Nun ist nach Art 12, Id) 



Setzt man für «2a,«33,%3 ihre Werthe aus I0) ein, so erhalt 
man nach geschehener Hehung und Zusammenziehung 
Ai = (Ci,% — t^i/)Ei' + (^11^82 — ta/)£a'— ^i'=2i<^Ai — ei3<ht)h^ 
+ {<^B<^n — %i^ Ei^ — 2 {c^i C31 — %ej,) hh + (%% — <^i') 5/ 

— 2(c,^(^3 — Cia^EiEa + 2(c33Ci3 — C8iCas,)EiEj + 2{%c,2 — CgiCgä) JbSb 

+ 2(cj,t^, — %Ci,)EiEa~2(c33Ciä — CgiCjs)^/ 

— 2(%Ci,, — Ci,OEiEb + (%Cs3 — %')Eä^ + 2(cai% — %%)E,E3 
— 2((^aCi3 — C3i<^)EiEg — 2(c,3Cs3— Ci2%)E,' + (CssCas — %*)E3' 

~2(c3gCii — OEiE3 + 2(Ci3Ca3— CiaC33)EiJ3 + 2(%C2B — Cis,C33)E2E3 
- — 2(Cgj(^3 — C2B }EsE3) 
oder nach Art. 43, 7a), 8a) 
■n = (^33Ei' + C33E2'~yC,3E,^ + t4,£.'-2C,3E.E3 + C,sE3'-2C33&E2 
+ 2 C3, E, E, + 2 C3, Ss E3 + 2 0,3 Ej E, - 2 (7311-.' 
-2C,,E,E, + (J,.E/ + 2C,3E,E3-2(7g,E,j,-2C„E3= + C„j3'-2CaaE,E3 
+ 2C,,£,E3 + 2Ci,E,E3-2C,,E2E3 
oder 
lu - C„ (E, ~ E,)' + 2 C„ (E, - E.) (e, - eO + 2 C„ (e, - E,) (e, ~ h) 
+ 0» (E. ~ El)' + 2 e» (E. - E.) (E, - E,) + Ca (& - E>)' t) 
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— 170 --- [Art. 48. 

Ebenso findet sich^^g; man hat in dem Wertlie für ^^ nur 
aüe E mit t) zu vertauschen. Für Ä^^ hat man 

4»— «ii«si — V- 
Setzt man hier die Werthe aus 1«) ein, so ergiebt sich 
Ibj — — Ca'ihl, — SM' + %«a(!il)! — M,)' — «js'fel). " E.fc)' 
+ ».il. (f.,<h — Mi)' — «IS* (Sb?! — El W + «iieaB &»i — Sil).)' 

— 2<!i,c„ (EiO, - E,l)i) (E,5, - E,t),) + 2 Ciüti. (EiIJb - Sjli) fefc - Eb9.) 

— 2<!„<i„(E,l),-EBfc)(EBl)i-Ei9B) + 2»i,ii„&l),-S.».)(E.»i-Ei9.) 
-2«ii»!Bfefc-61)B)(Sil).-E.9i) + 2»i,»„(E,!),-E,y(!il)!-EBl)i) 

— («u«« — «u') S,9/ + (!i,%i — c,,') s,g,' + (%»„ — c,,') Xia' 
+ 2 («»«li - «„«J m, ■ X,% + 2 {c„c„ - «„»„) 3E,a . X,9, 
+ 2(a.»„-<i,»„)3t,S)..J,9,; 
oder nach Art. 43, 7a), 8a) 

Ab = C» ■ Xi9,' + CnXX + 0„3£BBi" + 2C,.I,a, . 3c,% 
+ 20„X,9,.X,a + 2C„3£,a-«,a 
oder 

A, =- Ol, ■ i,g),' + 2 c„ s,g, • 3e,a + 2 c„ I,?), ■ s,?), 

+ C„ S, a' + 2 C,s S, a ■ S, 9,' + 0„ 3£, ft". tt) 

Ebenso erhält man 
!„ - <.„a„ - o„o„ = - I Oll (Ei - Eb) Ö. - Sb) + 0„ KEb - £>)(»)> - «i) 
+ (& - Ei)(9, - «,)] + C„ KEi - Eb) («, - 1),) + (Eb - Eb) (t), - J,)] 
+ 0„ (Eb - Si) (tl, - fc) + 0„ Ke, ~ El) («1 - Hb) + (El " Eb) (Hb - l)i)J 
+ 0„(e,-Eb)(I)i-WI 
Femer 
!„ - «„a„ - «„«„ - - ( C„ I,a (d, - H,) + C„ [Xb* (Hb - IJi) 

+ xSi (üb - ÜB» + OiB rbb (i), - fe) + s,a (9. - ?,)] 

+ 0„X,a (1), - »,) + C„ [3£,a (t), - «,) + XiDb (ÜB - Si)] 
+ 0.,SiDb(Di-d,)1 ttt) 

und endlich 
-.1 - %»„ " «„»,b - 1 C„ SbS. (E. - E.) + C„ [X.a (E, - El) 
+ X.a (E, - Eb)] + OiB 9,% (Es - Eb) + ^,W, (Si - E,)J 
+ 0« 3£bS, (Es - El) + Ob, ffia (E, - Eb) + SiSb (E, - El)] 

+ o„i,a(Ei~E,)i- ntt) 
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Soll endlich noch die Discriminante A der neuen tileichung 
ans derjenigen der ursprünglichen abgeleitet werden, so hat 
man, da z. B. 

ist, für ^^31, ^2 oder ^3,^133, sowie für «3^, «32, «33 ihre Werthe 
zu setzen. Itfan erhält dann 

A — » |0„ »„ 3e,8, + o„ »„ S3D, + c„ c,, «,g, 
+ c„ »„ 3£,?), + 0„ c,, «,8)3 + c„ »„ 383?), 
+ C„ c„ 3E,9, + C„ c,, X,^, + C33 »„ 3E,?)3 

+ o„ 5.3 s,g3 + c„ <i3 x.g. + c„ «,, x,a 

+ 0,3 (!,3 X,% + C„ «13 X,a + 0„ e,, 3i,03 
+ Ol, «B X,8s + C„ c,, I,®! + C„ c,, 3£,g, 

+ Cu c^ s,g3 + 0,5 «3, x,% + Ca c,3 s,g, 
+ O33 »,3 x,% + 0,3 «.. X.?), + c» «» 3e,?), 
+ 0,3 »33 x,% + 0,3 C33 x,g, + O33 C3, i,a I 

oder 

_ SD I S, 83 [fe, 0„ + »„ 0,3 + % 0„) + (»,, 0,, + »3, 0„ + (i, 0,3) 
+ (1j C„ + <i, C„ + <j,3 C„)] 
+ 3E3 ?), [fe, 0„ + »,, C„ + «,. 0,3) + fe, 0„ + «„ 0,3 + c,3 0,3) 
+ fas C« + <i! 0» + % ö»)] 

+ X.S), [fe, 0„ + «,, 0„ + «,, 0,3) + (C„ 0,3 + C„ 0,3 + »3, 0,3) 
+ fe.O„ + <i3 0„ + »,3 0„)]| 

Nach bekannten Sätzen über die Determinanten ist hier in 
der ersten, zweiten, dritten Zeile bezüglieli das erste, zweite, 
dritte Glied gleich C, alle übrigen sind Null. Man hat also 
^ - ffi • C(S,a+«3g),+X,a) -J) •.C(3£,|),+3E,?).+3e,a) 
also nach Art. 23, Qa) 

^ = ©^ . C 
was mit der im Art. 47, 2([) aufgestellten Eegel übereinstimmt. 
Fasst man das Bisherige zusammen, so sieht man: Wird 
eine Gleichung /'(^j,^^,^^) = 0, f (äi, äs, äs) == eines Kegel- 
schnittes für homogene Punkt- oder Linien- Co ordinaten in 
eine Gleichung i''(a:,j/) = 0, g (Ejt)) = für bezüglich ortho- 
gonale Punkt- oder Linien- Co ordinaten transformirt, so finden 
zwischen den Discriminanten der urspriinghchen und der neuen 
Gleichung die Beziehungen statt: 
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A = '^'-C; 2a) 

^^D^-il, 26) 

und zwischeri den Partial-Detcrmmanteii der Discriminante 
der ursprünglichen und der neuen Gleichung hat man, da 
sich die angegebenen Werthe für Ä^^, A^^, Ä^, A^ A^^, Ä^^ 
offenbar noch anders schreiben ksaen, die Beziehungen: 
1.. - KS. - S.) ffi, (E, - E.) + Cu (Eä - E.) + C„ (E, - E,)J 3a) 
+ (!, - !,) W. (E. - E.) + C,, (E, - El), + C„ (s. - j,)] 
+ (S. " E.) K, (E. - E,) + C„ (E. - E,) + C., (E. - E,)] I ; 
I« - { (9. - 9.) [C„ (fc - 1).) + C„ (t), - 1;,) + C„ (D, - «,)J 3«) 
+ («. - «■) [Ol. («. - !!,) + C„ {% - 1,,) + C„ (t|. - «J 
+ (»1 ~ ».) [C.. («. - «.) + C» Ws - «i) + t;. (11, "- ?,)] ) ; 

1,, - {«,?).m.s,8. + c„«.a + c„3e.aj 3-^) 

+ 3E,J). [0„3E,a + 0„S,a + 0„2E,8,I 

+ 3E.D, [o„ 3e,?), + c„ 3E,s), + o„ 3e.a] 1 

1» - - I (fc - l)s) [Cu (E, - E,) + C„ (E, - E,) + Ol. (El - E.)] 3.,) 
+ (!1. - Ol) [0„ (E, - E,) + C„ (E, - E.) + 0„ (Ei - !,)] 
+ (tli - tl.) [C„ (E, - E,) + C„ (E, - El) + OW (E. - E.)] I 
oder 

1,> - - I (E, - fe) [Oll (?, - II,) + C„ (1), - fc) + C„ (11, - d,)] 3i) 
+ (E, - El) [0„ (9, - D.) + 0„ (t), - d.) + C„ (t|, - 1),)] 
+ (El - E.) [0„ (5, -~ I),) + C„ C». - II,) + C„ (t), - n,)] ) 

1» - - 1 (I). ~ « [Oll «.Sa + 0„ 3e,D, + 0„ «,9J 31) 

+ (ll.~!).)[0„3E,g). + C„I,g, + C„X,S)J 

+ (9i " W [o„ x,g, + 0., 3e,a, + c„ x,s),j i 

oder 
1„ = .- ( ■£,% [0„ (u, - y + 0„ (D. - 1,,) + C„ (D, - «,)] 3«) 
+ S, 9, 10„ (fc - n,) + C„ («, - 5,) + C„ (1,, - d,)] 

+ x. a [0.. (1), - 1!,) + 0^ («. - 11.) + 0,. (11, - t,,)i I 

1., - -1.1 - I (E, - E.) [Oll 3£ift + 0„ X,% + 0„ X,9,] 3rt 

+ (E.-6)[Oi,3e,a,+ 0„X,g, + C.,3t,g),J 
+ (El - &) [Ol. 3E,D, + 0^ X.D, + C„ X,?)J I 
oder 
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^■, - 4« - I S: 9. [C„ (E. - &) + C. & ~ E,) + Ci. (El - E,)] 3>-) 
+ S, a K, (E, - E.) + C« (E. - El) + C„ (E, - &)] 
+ «1 9» [C,. (E, - E.) + 0» (E. - E,) + C„ (E, - E,)] 1 1 
und ebenso: 
a,, -((«,-»,) [S,. fe - «,) + ffi„ (i, - ^) + (£„(«.- :t,)] 36) 
+ (cc, — x,) [6„ (x, — a;,) + S,, (a;, — a:,) + S„ {it, ~ i,)] 
+ fe — »^s) Kj (»i — »a) + S» (a:. — «i) + Sb! (»i — ä^s)] ) i 
«,, - I fe - S,) [S„ ta - !/,) + S„ (ä/, - !/,) + 6„ (s, -.»,)] 3<J) 



+ {». - »,) [S,. (» - y.) + 6» (!/.-»,) + %, fc - 


-»,)] 




+ (»1 - »>) [S„ (</, - »,) + 6,, fc - ft) + e» (s, - 


-s>)]|; 




a„ - 1 X, r, [(j„ 2, r, + u., x. r. + b., x, rj 




30 


+ X, F, [e„ X, r, + s,, X, r, + s^, z, rj 






+ x,r,[S„x,r, + e„ r.r, + (£„x.r,]l; 






«»--K»,-!/») »,.(%-%) + S„fe-a;.) + II„(a:, 


-»,)] 


3») 


+ fc - s.) [«,. («. - =«.) + s., (»1 - «,) + «.. fe 


-=«,)] 




+ (!/,-») [S,. fe - a:.) + «!s («i - <) + «.. fai ■ 
oder 


-»;,)] 1 




«„--!(»=.-»:,) [(J„fe-9,) + lä„ (!,,-<,.) + l5„fa- 


-&)1 


3J) 


+ fe^i,)[E„(!/,-S,) + S,,fe-!/.) + S„C!,,- 


-</.)] 




+ (i, ~ »i) [6,, (!,,- j,) + (I„ (j,, -!/,) + E», (y, - 


-»■MI; 





{ Ol— s.) [Si, X, r, + ®„ X, r, + (£„ x, rj 3m) 

- & -a) Wi, X, r, + 8,, X, F, + «,, X. Fj 

- (</. - »J [«1. X, Y, + Sa X, F, + 11,3 X, FJ 1 

3o) 



ai)] 3s) 
■«.)JI- 



— |x,F,[e. 


.(s,-s.) + ei>(!'.- 


-!/.) + E„(!/,- 


-»■)] 


+ X, F, [S, 


,(»<-».) + S„Ö/.- 


-»,) + «,!(».- 


-»>)] 


+ x.i'i:<s. 


,fe-s 


'■) + Si.(!/.- 


-»i) + S.s(».- 


-!/.)] 


-«„-.{(«,- 


■«^,)[«i, 


iX,F. + (5„ 


,X,F, + EuX,F,] 


+ (!,- 


■a:,)[l5.= 


,X,F, + (J„ 


,X,F, + S„X,FJ 


od« +'^'^ 


-»i)[6„ 


iX,F, + (S. 


,X,F, + S„X,FJ1 


_«[,.= {X,F 


,[B„fe 


,-«,) + e« 


fe-a;,) + E„ 


fe- 


+ X,F.[S„(a; 


>-==.) + 15., 


,fe-»,) + B„ 


fe- 


+ X,F,[(5,.(» 


.-»^.) + 6„ 


,(!.-«,) + «„ 


.fe- 
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Vermöge der Werilie von (7™ und g,„, in Art. 43, 7) und 8) 
lassen sich diese Ausdrücke auch als Summen von Determi- 
nanten schreiben. Man hat nämlich offenbar: 



-fe-s.) 



El — Ea % '^a 



«11 Er- E. «i 

+ (Ei-Ei) «ii E.-Ei «.. 

«1. El— E 



+ {Ei-E.) 



«11 «II Ei~E. 
•ig «2ä Es El 
"is «2S Si Eä 



Vertauscht man hier die j m 


-3e,a 


»;?)! Cu »1. 
X.?)i % «,. 
X,% «» c» 


+ H=a 


Pemor 







3 hat man ^„n. Ferner ist 



) *! E/a "^3 



-s,a 



'U «U *!?). 

^is '^s ""1 i/i 



A. = - fe-i)s) 






+ (9.-9.) 






1C12S2-S3 
3C23SJ-E; 



oder 



«11 ^a~^3 Ci3 



C12 92-9; 
% 93-9, 



9^-93 Cis 
^is — - (Ea- E3) 93-9i % % + fe-Si) 

I 9i-9a%Ci 

Vertauscht man in den Determinanten für Äj^ Ja — Jg, Kg — E^, 
El— Sa bezüglich mit S^^g, Xg?),, Sj^^, so hat man -4^; ver- 
tauscht man tj^ — %,% — 9ii9i — 9a i^i* ^£2^3, ^Ej^i, iCj^a 
und nimmt das positive Vorzeichen, so hat man Ä^^ oder A-^g. 
Analoges findet natürlich bei den Partial- Determinanten St statt. 

49. Um nun zu entscheiden, welches geometrische Ge- 
bilde eine homogene Gleichung f(Si, s^, s^ ^ 0, f (jj, J^, äa) ^ '^ 
darstellt, denke man sieh dieselbe nach den Regeln des vorigen 
Art. in eine heterogene Gleichung F{x,y) = 0, 5{e, 9) = 
transformirt, und urtheile dann nach den in Art. 15 gegebenen 
Sätzen, indem man für A, A^^, A^^, A^^ etc. die in Art. 48 
gegebenen Werthe setzt, und wo es sich nur um das Vor- 
zeichen handelt, die etwa vorkommenden Factoren 3J*, Iß als 
unwesentlich wegläsat. Dabei ist Folgendes zu bemerken: 

Ist die Discriminante C, S gleich Null, so ist nach Art. 48, 
2a), 2b) auch A, % gleich Null, und um 
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175 



Ferner ist, wenn .4 = 0, und A^^ == ist, nach Art. 13, Tl 
auch A2^,Ag^=0, und wenn St = 0, und 3138 = *^ i^^-j i^*- 
anch ^8, %j_ = 0. Sollen aber ^33 = ^^3 = Agi = 0, 
9t33 = %^ = 31^, = sein, so muas nach Art. 48, 3ß), 30, Sp); 
3ß, 3m), 3g) offenbar bezüglich 

,X,Y^ + (i,,X,Y, + (^,^X,T, = 0; (S.i^X^Ys-\-<i^,X^Y, + (S.iiX,Y^=0; 
fEts^^Y^ + ^s^X^Y^ + ^r^X^Y^^O^, 
sein. Ebenso müssen, wenn j4 = 0, jI^ = ist, auc\iA^^,A^i, 
und wenn A = 0, A.^.^ = ist, auch A^^, A.^^ = sein. Soll 
also zugleich A = 0, A^^ = 0, A^^ = 0, A^^ = sein, so 
musß nach Art. 48, 3e), 3f}, 3^)); 3a), 3^), 3r); 3c), 3i), 3») 
NuU sein. Dies ist nur inÖglicli, wenn zugleich 

, 3£,?). + C„ IJ, + C„ X,a = 0; C„ 3E,g), + C. 3t,?), + C„ 3e,a - 0; 

c„ 2,!), + c» Xj?), + 0» *!?)< = 0; 

,(&-J.)+Ci.(E.-Ei)+C„(E,-E,)-0; O„(e,-e,)+O„Ce.-e,)+C„(s,-e,)-0; 

C„(Ert,)+C,.te-S,)+C„(Erti)-0: 

,(ll,-l),)+C„(l,,-l,,)+C„(t|-t).)-0; C„(l),-D,)+O„(l),-»,)+C„(t),-!l,)-0: 

e'„(ti,-ti,)+c„(i).-!),)+c.,(?.-ii,)-o 

ist, und diese Bedingungen sind wieder nur dann erfüllt, 
■wenn alle Partial- Determinanten Gy^, C^^, C^^, C^^, etc. Null 
sind. Dabei ist sogleich einleuchtend, dass die oben genannten 
zur Erfüllung der Bedingung ^ = 0, J.^^ = A^^ = A^i = 
erforderlichen Gleichungen sieh auch in Determinantenfonn 
darstellen lassen. 

Ferner ist nach Art. 48, Its), 2^!); 16) 2b) 

^ = S)^.C-[CaQi' + 2ciä5ilj3 + 2c,3^,tfg-fc,sV + 2ca3 93l)3 + ^83V]: 
;^ = S^-C-[c,iK,^ + 2q3EiE2 + 2Cj3SiE8 + c,sS/ + 2ca3Ea& + %E3'l; 

a = -D^-S-[c,i + 2Cia + 2Ci3 + C23 + 2Ca3 + C33]. 

Zur Bestimmung des Vorzeichens kommen, wie erwähnt, die 
Faetoren 3)^, D^ nicht in Betracht. Die übrigen Produkte 
lassen sich ebenfalls in Determinantenform sehreihen, Denn, 
multiplicirt man mit C, S in die Klammern, und wendet die 
Sätze Art. 43, 10) an, so hat man 
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[Art. 49. 



<:,,Ct),'+2(i,Cti,l), + 2c„Ct|,t|., + c„CV+2'i,Ötl,l), + <i„Cti,' 
-. {C,A - C»') l)i' + 2 (CM, - C„0,,) »lO. + 2 (GM, - CM,) M, 
+ (CM,-C„')ll,> + 2(C„0,„-C„C,:)t),t), + (CMa~CJ)l),' 
\Cu I), c„ 

|C„ 1), 0„ 
Gleiches hat bei dem Ausdrucke für a,^ A statt; und ebenso ist 
Cii 6 + 2 c„ S + 2 Ci, 6 + c„ S + 2 c„ 6 + c„ S 
[ 1 

1 ' 



«1 


Ci< 


d. 


IJi 


c» 


0.a 


ü. 


0» 


c„ 



Ol, 


c„ 


9i 


c. 


C,s 


9i 


Ci. 


0» 


llj 



ll 



+ Eis ßä^ 



Es werden also die Elemente dieser Determinante von den 
Partial-Determinanten der Discriminante, oder von den 
Elementen der der Discri min ante adjungirten Determinante 
gebildet. 

Man erhält also nach Art. 15 und dem soeben Gesagten 
als geometriBche Gebilde, welche dargestellt werden von der 
Gleichung 



1. C = 



= 



ia 


} und 














o.S,9,[0,Aa+C„X,a+0,.X.ft]+S,a[0„3E,9,+C„3e,|),+OaX,a,l 

+«,9>[o..Si9,+c„«,Bi+c„3e,g,] <o 

oder 


s>l), 


S,9. c„ c„\ 
S,a»„c„l + 3£.,?), 


»11 *.B. "» «11 «i> *>B. 
oiäS.Bi «z. +3',B, «1, «„S.Bi 
«11 SiBi «s. «1. «!. «iB. 


<0 


ist, zwei reelle, sich schneidende Gferade. 


c..3£,a,+e»«.a+c»«ia=o; 

oder 




K,B, «1, ",. 
«.B. «» <i. 
!£iB. '„ «>. 


— 0; 


«u 


S>B. «.. 

«.Bi<i, =0; 

S.8, «» 


«1, «,> X,9» 
«i> «., X.Si 

«1. «a SiB. 


— 
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und zugleich, in gewöktilicher oder Determinanten-Form 

(fc - y [c,. (fe - w + c„ ». - 1,.) + c„ (ti, - »,)] 

+ (% - «,) [Q, («, - II.) + 0„ Ol, - D,) + 0„ (». - 11,)] 
+ (9, - 9,) [C„ ö, - 1),) + 0„ (J, - d,) + fi, ö, - 5,)] ^ 0; 

(h - !,) [Cii (E. - 6) + Cu (5. - 5.) + Cu (!, - E.)] 
+ (E. - !,) [C„ (E, - E.) + C» (e, - E.) + 0» (E, - E,)] 
+ (E, - !,) [0„ (E, - E.) + C. (E, - E,) + C.. (E, - E,)] S 0; 



(i)."!.) 


9.-1). «11% 
fe-lli «1,1 «m 


+ (i|.-W 


»„ llü-l). «1. 

«1. 1).-I)i e« 
«1. »-»s %. 


+ (l)i-fc) 


«11 «1. fe- 

«1, e,. «i- 


9i 
9. 


$0 


(E.~E.) 


h-h «1. «1. 
Es-Ei «!. «!. 
Ei-Ei e« «» 


+ (E.-Ei) 


«11 E." Sj »1. 
«1. E.-Ei «.. 
«1. Ei-Es Ol. 


+ (Ei-&) 


«11 «1, E.-E. 
«n «!! E.-Ei 
% «IS Ei-E. 


^0 


zwei reello parallele Gerade. 


c C„ — C„ = C„ — C„ — 0., = C„ = 0; 


zwei reelle zusammenfallende Gerade. 


ri.ij.[c„3e,a+c„s,?).+c„x,gj+x,?),[c,Aa+c„£,a+c,,3ej, 
+j,g,[c„s,s),+c„s.a+ö„3E,a]>0i 

oder 


XsD. 


S.a «1. »1, 
3E.9i »„ «,. 


+ S.9. 


c 
c 


1 s.a «., 

, S.Bi «„ 


'^13 


«„ X,d, 

«»«la 


>0; 



zwei imaginäre, sich in einem reellen Punkte schneidende 
Gerade. 



2. 6' = 



>0: 



'ia '^is <^33 



oder 






1 3£ ' 

|3£i' 
eine Hyperbel. 



+ i.a 



'11 S.8. «i.j 

■13 ^3 Dl ^3 j 
'13 ■'■1 £/a '^S I 



'SiS, 



«n %! 3EiD,j 
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),|c„i.a+c,A9,+c„s.9j+3£,a,rc„a;,g,+c„i,9,+c,..i,g,] 
+i,a[C,.X!B.+c„x,a+c„3E,gj ~ 0; 

oder 

3e>a «„ 



+ x,a 



1 «u s,9, 
> «., X.?). 



= 0; 



S>9. x,8i «« %s + s,9, 

eiue Parabel. 

c. x,9, [C„ 3£ j,+c„ «,9,+o„s,S),] + 1,9. [C, Aa+c„x,a+c„ 1,9, 
+s,9,[0„s,9,+c„l,9,+c„s,9,] > 0; 



«11 «m *«J 
«11 «IS 3£it 



>0; 



*sSa «IS «IS «u 3£>9> 

s,a 3e,9, «,, «,, + x,9, «,. «sS. «SS + SJ 

*'i?)> «SS «SS «IS 3£,9, <i, 

und zugleich 
C- [«,, «i' + 2c,s l)il), + 2«„ «lO, + «8. V + 2<i,s fctJs + «jj l)s'] <f>; 
C ■ [c„ E,' + 2 c„ E, J, + 2«„ E.Es + «ss E.' + 2 «». £.& + «» Es'] < »l 



oder 





1, c„ C„ 




C,i », c„ 




C„ C„ !, 


s, 


«s 0.. c.. 


+ % 


C„ Oi c,,, 


+ % 


C„ C,3 l). 




l)s 0,. c„ 




Cu ds 0., 




C.S C„ D, 




6 C„ Cu 




Cu E. e,. 




0,, C„ El 


£i 


E, C« 0„ 


+ h 


C,. Es 0., 


+ E, 


C„ C„ 5, 




h ß« c„ 




c„ s, c„ 




C,. 0„ Es 



<0; 



eine Ellipse. 

d. 3i,% K. I,a,+c.i s,9.+c„ 3E,9.] + 1,9, KAf),+c„s,i). +c,, 1,9 j 
+3e,BsrC,s3Es9,+C„X,9,+C„X,9J > 0; 
oder 

ä,9, «,s «„ «„ .f,8, o„ «,. «,. «sS. 

Sias SsB, «I. "„ + 1,8, «u Xs9i «s, + ^iBs- »,i «SS S.a, > 0; 

X,9a t^s <3S «,s ^£i?)a «w «13 «S3 ^i% 

und zugleich 
C- h, It' + 2«,, !),?, + 2«„ l),5, + «SS V + ^c« »sis + «,s «s'J > 0; 
C- [«,, E," + 2c„ El Es + 2«,, JiE, + «,, Ej' + 2(4, E,J, + c,. Es'] > "l 

oder 
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«1 


1). c.. c„ 


+ t)a 


Ca », C„ 
C„ da C,. 
C„ 1,, C» 


+ «. 


C„ C„ 5, 
C„ 0„ D, 
c,. C„ t,, 


- 




Jl 

etwa 


!. 0„ C„ 
6 C„ Ca, 
& Ca. C„ 
Imaginäre 


+ S, 


C.i s, c„ 

C.a & C,a 

c„ t, c„ 


+ E. 


C„ C„ J, 
Oia C„ E. 
C„ CW E. 


>0| 




■S-f(ä„ä> 


ii) — t„i,' 


f2c„ 


.Sa + 2t.ji 


ia + t. 


ia' + 2tajiai. + t.i 


a' — 



1. 



. iia ta, 



.0 



l<i 



ist, und 

o. z, F,[E„z, r,+8„x, r,+ij„z, yj+x, rj_eaX,Y,+e„x, f,+(j„z, r, i 
+z,r,[6,5Z,7,+ea,x,r,+ii„x,y,] < o 

otler 

Za5', c„ c„ |c„X,r, („ c„ c„ X,F, 

XjFj Zar, C|a Ca, + Z,!', t„ Z,r, c,, + Z,r, Ca c,a Z,!", <0 

z,r, ta, c„ I c„ z,r, c„ ti, tj, z,rj 

zwei reelle verschiedene Punkte. 

!..ij„z,r,+i5„z,r,+B„z,r,— 0;S„z,r,+Sa,z,r,+(5„z,ra— 0; 
(5„ZjF,+ea,z,r,+5,jZ, r,=.0; 

ZaF, c,a c„ c„ X,Y, c„ | c„ t„ Z,!', 

Z,r, Ca Ca, —0; c„ Z,r, c,, =0; jc„c„Z,F, —0; 
X^Y, c,, Cj, c„ Z,?, c„ I c„ c„ Z,r, 

und zugleich 

(), - »,) [ffiu fc - !/,) + K.a (•/. - »■) + «u (ä - ».)] 
+ (»1 — ft) [Sia (Sa — »») + S,a (</, — Ji) + Ba, (Vi — Sa)) 
+ (», ~ ».) [S„ & - »,) + 6.. (», - ä) + S» (Si - !/a)] ^ 0; 

(aa — a:,) [S,i (a;, — %) + ®i8 (^3 — *i) + ®i3 (a^i ^ %)) 
+ (X, - X,) [«„ fe - »i) + Saa fe - %) + Sa, fe - «a)) 
+ (l, - la) [6„ («a - a!,) + Sj, («, - %) + ffi„ (», - 3i)] ^ i 
oder 

[CuCia*— »s| 
+ (»— !/,)|C,aCaaS,~!(i!«cOi 



(!I,—'J,) 



9a-?,tiat„ 






Ci, !/a— 9, 'i 


a-J/iCaaC,, 


+ (!/, 


-!h) 


CiaK.-S.t. 


?i— !/a Ca, C., 






Ci,Si~SaC, 
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«i-äjtl.t.. 




c„a!,-a;,c„ 






c„t„ai-ai 


X,—Xt c^ c,, 


+fe-«.) 


ti.ij-»,c» 


+ («1 


-«,) 


c„c„ai,-i. 


I,-3:,CaC„ 




t,,»!— %Ca 






ti.ts3:i— :»! 



(»i— ai) 



zwei reelle Punkte auf einer durch gehenden Geraden. 

c. S„ - S,j - (S„ _ 6,, ~ 6,, = ffij, _ 0; 
zwei reelle zusammenfallende Punkte. 

i. X, i',[e„x, Fj+«„x, T,+s„-Y, r,]+z, r,[e„x,r,+ffi„z,r,+s„x, rj 

oder 

x,r, t„ c„ ' c„ X,F, c„ c„ c„ x,r, j 

x.,Y, x,r, c,j c„ + x,r, I c„ z,z, c„ + z,r, c„ q, x,r, i > o 

X, Y, c„ c„ [ c„ X, r, €„ t„ t,, X, r, I 

zwei imaginäre auf einer reellen Gferaden liegende Punkte. 



2. 6 — i c,. t_ c. 



. lc„ + 2 c„ + 2 c„ + c„ + 2 c,s + CjJ < 0; 



<0; 



eine Hyperbel. 

S. e • [c,, + 2 1„ + 2 c„ + c„ + 2 c,,, + C,,J — 0; 
also c,i + 2 c,o + 2 1,3 + C22 + 2 C3J + C33 = 0; 
oder 

1 6„ S„ S„ 1 6„ j 

1 6,, 6,j + 
1 S„ E„ 
eine Parabel. 

». E ■ [C„ + 2 C„ + 2 C„ + Cj, + 2 c,, + c„] > 0; 
oder 



1 6„ 6,j 




S„ 1 «I. 




S„ «„ 1 


1S„E» 


+ 


ffi„ 1 6» 


+ 


e„ s„ 1 


1 S» E» 




S„ 1 S» 




S„ B„ 1 



, 1 6„| ■ JS„6„ l{ 



! 1 (s„ e„ 




«.. itt„; 


Sil 6,! 1 


i 1 «,. E„ 


+ 


e„is„ + 


Sil S» 1 


1 S» Sa. 




«.. ie..i 


6.. S»l 



>0; 



lind zugleich 
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Art. 49.] 



181 



fe " ».) Wu &■ - 9.) + 6„ (y, - !,,) + E,, (!/, - !/,)] 
+ Ol — ä/i) [®i! (»1 — »j) + 6,, (»a — S,) + S,s (s, — sä 
+ (S-, - ft) [S,, &■ - ».) + S« fc - »,) + S». (»i - »>)] < Oi 

fe— ai)[S„(»a— !,)+ Kiste— ai) + S,s(3;, — ai)] 
+ (% — aJiK^ufe — »i) + äjsfe-ä^i) + ffisafe— *.)] 
+ (ai— ai)[S„(3i — »,) + £,, (3^—11) + S„{a;, — i,)]<Oi 

oder 



(»-!/.) 



te a^) 



Si— !/j Ci! tu 

»1— fc'is'l! 

3^ ^ tjj Cj. 
eine Ellipse. 



+ &.-!/■) 



+ (%— äJi) 



ti. !/.— !/i '1. 
ti.!/.~</it! 
Cu!/i-».t, 



+ 6/,-!/,)!' 



11?! — </. 






Ä E . [c„ + 2 c„ + 2 1„ + c,j + 2 c,, + c„] > Oi 



e,. 1 s. + 

und zugleich 

(». — !/>) [ffiu Ö/j — ») + S„ (j, — J/i) 

+ Os — yJ [S,i (j, — >■) + ffiü Ol — </i) 
+ (»1 — »1) [«11 ö/i — 9,) + s» &. — Si) 

te — a:^) [®u («ä — «3} + ®i3 (a^ — a^) 
+ fe — a;,)[(5„{ai — ai) + (5,,^ — a;,) + 
+ (a=i- 
oder 

»— !/s tu t,., 

&>-!/>) Ss~?it,iC„ 

»1—?. tji h: 

(a^ — a^) a^— a^i fga Ca; 

3.1 3^2 C^a tgi 

etwas Imaginl 



I l|>Ol 

,1 



5., (!/.-!/,)] 

63s(i'.-ä'i)]>0; 
(£,,(«, -ir,)J 



^u ^B — *3 *^I3 kii "^12 ^a' 
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182 — 



[Art. 49. 



wird 



Man sieht also aus dem Fall I. h. 2. b., dass bei der 
Gleiciuing f (j^, J;, jg) = die G-leichung 

Cll + 2 C,2 + 2 C,3 + C22 + 2 C,3 + Cgg = 

das KeuDKeiclien der Parabel ist. Hingegen bei der Gleichung 
/'(«j, «j, %) = ist die Gleichung 

Cn + 2c,, + 2c,, + c,, + 2c,3 + ß,, = 
nur ein Zeichen, dass die Curve durch den Coordinaten-^ 
punkt geht. Dean die Curvengleichung /'(^i, s^, s<^) = ^ 
dann durch die Coordinaten des Anfangspunktes 2i=32=.S3=l, 
Art. 25, 2a) befriedigt. Hierait stimmt auch überein, dass, 
wenn diese Gleichung f{ßu^2>h)^^ '^ ^^^^ Gleichung 
F{x,y)=^Q transformirfc wird, nach Art. 48, la) «53 ^ 
wird, und also die Gleichung F\x, «/) ^ durch a: = 0, y = 
befriedigt wird. 

Ferner überzeugt man sich sogleich, dass, wenn 
C„ == da = (7,3 = (J^a = Q3 = (7^^ = ist (Fall I. a. 1. c), 
sich verhält 

Denn, schreibt man die dann aus Art. 43, 7a), 8«) sich er- 
gebenden Gleichungen in Form von Proportionen 

Cji : c,2 = Cjg 
''12 ■ ''13 ^ '^a 
so folgt aus der dritten Proportion links und rechts sogleich 

aus der zweiten Proportion rechts und links 



aus der ersten Proportion rechts und links 

c,3 : Cgg : Cj2 = Cjg ; C33 : c^g oder Cj^ ; c^.^ : c^^ = ^3 
mithin 

Ebenso verhält sich, wenn S^^ == 612 = ©,3 = ^22 = ®i 
ist (Fall I. ;.. 1. c) 

Cu - fi2 : ^li = ^is : C^a ■ ^23 = ^13 : ^33 = ^33 
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Art. üO.l — 183 — 

50. Soll eine Kegelschiiittsgleichuiig von der Form 
f{Zi, z^, %) = in die Form f (ä^, jg, Q = 0, und umgekehrt 
eine Gleicliung von der Form f (ii,i23ä3) = ^ i^fi^i>^2>'^a) = ^ 
transformirt werden, so verfahrt man folgeiidermassen : 

Im ersten Paile sucht man zui^chst die Coordinaten Si 
des Durchschnittspmildes einer Geraden j* mit dem Kegel- 
schnitt/"^ 0. Man hat für dieselben, da sie offenbar zugleich 
die Gleichung des Kegelschnitts und der Geraden, sowie die 
Bedingung Art. 23, Qa) erfüllen müssen, die drei Bestimmungs- 
Gleichungen : 
nach Art. 42, lä) 

l)'iiV + 2c,3 5iS,-f-2%Si^, + C23 02= + 2%if2% + %V = O; 
■ nach Art. 30, 2a) 

nach Alt. 23, 9») 

Drückt man aus 2) und 3) 3^ imd z^ durch z^ aus, so dass 
man erhält 

^ ^ gi'-i (ja — ii)gi — - Dja . ^ ^ ffi ''i (äi — h) ^1 + -D ja 

^ i'i''ä{äs— äs) ' ^ i'3'-3{i2 — äa) ' 

und setzt diese Werthe in 1) ein, multiplieirt die so ent- 
stehende Gleichung mit g^T.^g^r^ (ja — äs)^ ^lud ordnet nach 
Potenzen von ^j, so erhält man 

— 2 (Ci3 if/V — % ?2''a?3^3 — % 9x^9^'^^ + % 9in!/i*-3) äx^h 9t^: 
+ 2 («^a i?3»'ä?3^8 — Cu J7/ä-3^ — "aa 9\.'>-i9z^3 + ^äs 9x^9^^^) 9ink Ps^s 

— ^(ßiiSü^iffs^i — «13 91^9»^ — Cisüi^tS^ra + c.,^gin^9i'>'th93^i 
-f- fei £'/»"a' — 2(^a Ä'in?3*'ä + %Ä*n')i'3'»'/äs^] V 

— 2 [(css^sJ-s — (^g 92^i)gir^h9i^2h — (% ^»''a — % 92^2)91^1 9?>^. 

— (<hs S'sn — <h>z i'in) i'ü^^'a^äa' 

-f (^12 9»^ + ClB ^8*-B — 2 Cä3 i/i»-!) i'a^'aäa i'3''3ä3 

— (ei%9i^t — <'22 9ifi) 9BWh^] -D h 

+ \<k3 9iWh^~^<ki92^2h-i9irzh + ''is^/Väa'] ■ .D^ = 0. 
Man hat also eine Gleichung von der Form 
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— n ^ - -. 

Soll n i!i he ( en ie j den Kegelschnitt berühren, und nicht 
sehneiden so daif es nur einen einzigen Punkt ^* geben, 
welchen sie mit ihm ^emem hat, ee muss also sein 

B - i-c = e. 

Setzt man in diese Gleichung für A den Coefficienten von 
z^, für S den von D s^, für C den von D^ ein, so erhält man 
die verlangte Gleichung in homogenen Linien -Coordinaten 
Sij h> äs- ^^^ erhält auf diese Weise, wenn man nach Potenzen 
von s>, r^ ä, , 9i r^ h> 9s n k ordnet 

+ [<h&—c^i<his\92W9iW^9sW^ 

— 2 [Cia% — Ci2%3]?s^*'3'S'i»'iäiff/»'s^ää'' + 2 [2(c,3Ca3 — c^^c^^g^r-^g^n 

— fea^ia — Csi%)5'8'''/li'inäiS'aVäÄV3»'3is+[Cai' — %3''iJ^/Vi'2*Vä2* 

— 2 [(Ci3% — Ci2C33)S'/r/ — 2 (CsäCia ~%iC22}?ä*-ä3s»'ä] I^inäiffaraää^sVj^ä 

— 2 [(C31' — <hii<hi)g2r^9zr^ + (cai^i — <h&<'n')93^n'''i9iWh^9snh 

— 2 [Csa Cia — % Caj] 5-3 Vgä (/^ r, Si 33 Vjä ja* 

— 2 [(c^jCgi — CasCjJ £f/V + (-a/ — «^11 %) i's^'s Ä'a^s] Ss^i^h 9a^h^k^ 

Zieht man die Glieder zusammen, in welchen der Factor 
ffi^T^'^i', ebenso die, in welchen ^1^1 äj g^i'^ia die in denen 
ffi *"! äi ^3 ^"8 äa vorkommen etc., so sieht man, dass sich der 
¥&aiOY — [}^^r^-g^r^lsi—92r^-g^r^hf=—92^^i9-i^^a^[h—hf 
absondern lässt, und erhält aladann 

— i'2'''2V5*V[äB— äal^tfe^— %')5'i\'äi' + 2(%%— Ciai^s)i'i'''iäii'3»-3äa 

+ 2 (ca a Cis — Cgj c^g^ r^ j^ g^ r^ ^ 
+ (fssCn~C3i^)92Wh'' + ^(.<^iC3i—<^3<hi)92^2h9snh 
+ (cu-J^ — Oi's'^-c'fe'] = 0; 
Hebt man nun mit — 92^*"^^ ga^h^ \.h — hfi ^^ erhält man 
die Gleichung 

^11 ^i'n'äi' + 2 t?i3 (7inä. 9^'>-2h + 2 C51 .(7i»-iSi ffgr^äs 
+ «^ää J/a^Vää* + 2 C^a ^gr^ä^ ^sJ-^äa + ^33 ^3^3^^^ = 0; 
oder 
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Art. SO.] — - 185 — 

Cn 9iWhi'' + 2 C,s ?,n g^r^ äiSa + ^ ^u Pin ffa'-s iiäs 
welche sicK auch in Determinantenform schreiben lässt 



''s äs '^8 '^s 



.»•.8,+ 



1. (f.'.«! «m 



'^iB % 5s*'säa 
1 endlich ffir (/^ ?■(, (^2 rj, ^3 rg ihre Werilie aas Art, 26, 2«) 



Jj = 0. 2a) 



ein, und multiplicirt die Gleichung mit - 
erhält man aus Id) und 2a) die Formen 



oder 

■"■I E/a 03 *^3 ^^3 



D,'i,' + 2C,.s,a..«.S),is. + c.!«ia'j.'-o;3«) 



Ci.c, 


3e,S,i, 


c„c. 


s,?),i. 


»11% 


i.S,b 



^i?l.ä3 = ^-4«} 



E.1I' 



''u^a?)3äi'^i 

3Ea?)3äi+V^=^iä.^^.?)iä 

%^j?)ää3 

Behält -man die Form la) als die gewöhnliche bei, so be- 
stimmen sich die Coefflcienten der Gleichung f = aus denen 
der Gleichung f^O durch die Beziehungen 

Cii = C|i piS'; Cis, = Ci2 g^ri ■ g^r^i i,^ = C',3 g^]\ ■ g^^s; 
Cjs = Cga (]f/j-2^; Cgg ^ Cgg (/grj ■ (73^3; Cgg = Cjg^/rj^; 5a) 
Um die Partial- Determinanten der trausformirten Gleichung 
zu finden, hat man nur die Werthe aus 5a) in die Gleichungen 
Art. 43, 7i)j 86) einzusetzen. Man erhält so 
= C^aa y/V ■ C^33 93^&a^ ~ G^a' ffsW Si^ ^3^ = {^220^ 
oder nach Art. 43, 10«) 

^n = '^-<ii,'/a^'3^i'3^''a''- 
Femer 

'S« = *^13 Pl^ ?3*'3 ■ ^23 ^a^ i'3*'3 - 

= (C^C^i 
oder nach Art. 43, IO0) 

u. s. w. Man erhält also: 

=^G-en- ffsW ■ f'/ V; ®ia = (^ " ^lä ■ Ä^ " f a^a 

= G-Css- <ji%^ ■ if/r/; Ki3 = (Sjj = C ■ Cj3 ■ 17^ ^1 . g.^\ 



-G^')9 



-Clä^l3)3l''l?ü''s?3V 



6«) 
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186 



[Avt. ! 



Endlich lautet die Discriminaiitfl der transformirten üleichimg 
vermöge der Werthe in 5») und 60;) 
S = Ell ■ Cn + t^iä ■ Cia + ^B ■ Ci3 

oiier, da der Ausdruck in Parenthese wieder C ist, 

Um zweitens eine Gleichung f (äi, Ja» äs) = in die Form 
/■(a^, Sg, ^j) = zu trän sf or mir en, vertahrt man analog: Man 
sucht die Coordinaten äj, ä^i äa ^^"^ Tangenten, welche sich von 
einem durch die Gleichung Art. 30, 2Ö) bestimmten IVnkte s^ 
an den Kegelschnitt legen lassen, und erforscht dann die 
Bedingung, welche stattfinden muss, wenn nur eine einzige 
Tangente möglich sein soll; dann ninss der Punkt, von welchem 
sie ausgeht, ein Curvenpunkt sein. Man erhält so die trans- 
formirten Gleichungen 
S„ g^Wh^ + 2 ©IS gin-g^r,s,g^ + 2 ©13 g^r, -g^r^s^s^ + 1^ S'i^^ 
+ 2 K33 gtr^-g^r^hh + S33 ^aVg^Sg* = 0; 
oder in Determinantenform 



1&) 



'i^i^i + 



Si'-i«i t„ 




ftfl«! 'l. 


ft<i«.+ 


9ü^^h C33 





Ci3 ^iz9%'^ih 



g^r,^, = 0. 21) 



Setzt man für i 



• St't, 



are Werthe tat Art. 26, 2i), 
so kaan man die Gleichungen U), 26) auch schreiben: 

+2ii„z,r,-z,r,3s«,+6„z,r,v— 0; 3*) 



x,r,«. 


C(a «13 


2,r,ä, 


tjiti. 


IiFjS, 


%% 



[c„x,r,3, c, 



x,r,B,+ c„ t^ z,r,2jx,r,2, = o. 

c„Ca2,F,«,| 41) 



Die Coefficienten der neuen Gleichung bestimmen sich aus 
denen der ursprünglichen durch die Gleichungen: 
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weini miin tlie Form Ib) als die gewölmliche beibehält. A 
Paiirial- Determinanten der Discriininante der neuen Gleichui 
erhält man ferner 

\^ = C^^ = Ü. ^3 . 3,rj . ^/r,ä ■ g^i 
und als Discriminante erhält man 



c„=.« 


'ii-a.'r,' 


o„-s 





66) 



a-i 



■ Si'' 



Transformirt man eine Gleichung /'= nach la) in eine 
Gleichung ( = 0, und diese wieder nach Ib) in die Form 
/■= zurück, so hat man in 16) fUr Sii,Ei2, ©23 etc. die 
Werthe aus 6«) einzusetzen. Man erhält dann 
G • c„ ■ iCiV/ ■ ^/rjä . ^^V/ «i'i + 2 (7 ■ c^g ■ g^^ ■ g^^r^^ ■ g^W s^ z-j, 
+ 2 C - Ci3 • g^ r^ ■ g^^r^^ ■ g^^r^^ B-^ z^ 
+ C* ■ Caa ■ Oi->\^ • ßff'/ • 9zW Sä' + 2 • % ■ 3iVi^ ■ s'gV/ ■ jz/j-g' Ä^a^^a 

+ C' ■ Cas ■ 9iW • SiW • ffsW = ; 
oder, da ffi^i, 02'''&j 9:^'''» iiicbt Niill sein kann, weil jedes die 
Fläche eines Dreiecks bezeichnet, 
C- (cii^/ + 2cis«i«2 + 2%«,53 + c,,^,^ + 2c^^,0, + Cgj^a^) = 0. 8«) 
Ebenso erhält man, wenn man eine Gleichung f == nach 
1&) in eine Gleichung f= 0, und diese wieder nach 1«) in 
die Form f = zurücktranaformirt, 

e ■ (t„ ä,^ + 2 Cj, äi ä. + 2 c,, 3, is + C3, fe^ + 2 c,3 ää h + Cs,, fe') = 0. 8&) 
Man erhält also die ursprüngliche Gleichung wieder, 
multiplicirt mit ihrer Discriminante, Ist diese nun von 
Null verschieden, so hebt sie sich; ist sie aber selbst Nul), 
so erhalt man das nichtssagende Resultat = 0. Man 
sieht daher: 

Eine Gleichung /■= und eine Gleichung f=0 lässt 
sich in eine solche Gleichitng f^O, f ^ transformiren, 
daes beim E-ückwärts-Transformiren die ursprür^liche Gleichung 
wieder erseheint; jedoch nur dann, wenn die Discriminante 
der ursprünglichen Gleichung von Null verschieden ist. 
(Vergl. Art. 17.) 
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51. Stellt man diejenigen (ileichungen eines Kegel- 
schnittes, welche im Bisherigen betrachtet worden sind, 
ühersichtlidi zusammen, in der Form 



F{x,y)==0; 






Sfet)) = 0; 



f(ii.ä.,fe)=Oi 



indem die beiden oberen die Gleichung in heterogenen, die 
beiden unteren in homogenen, die beiden linJjen in Punkt-, 
die beiden rechten in Linien-Coordinaten darstellen, und be- 
zeichnet man diese vier Formen der Kegelachnittsgleichung 
durch F, %, f, f, so sieht man aus dem Bisherigen: Es 
kann die Form F in %, und umgekehrt g in F transformirt 
werden, nach Art. 17; es kann die Form F iif/j und umge- 
kehrt f in F transformirt werden, nach Art. 47, 48; es kann 
die Form ^ in f, und umgekehrt f in ^ transformirt werden, 
nach Art. 47, 48; es kann die Form f in f, und umgekehrt 
f in / transformirt werden, nach Art. 50, Während also jede 
Form in eine benachbarte direkt transformirt werden kann, 
ist dies bei den diagonal sich gegenüberstehenden, F, und f, 
5 und f nicht der Fall. Soll z. K fiu % umgestaltet werden, 
so kann dies nur mittelbar geschehen, indem man erst auf 
F oder f, und von dieser auf g Übergeht, u. s. w. 

Es ist nicht ohne Interesse, einmal alle vier Trans- 
formationen zu durchlaufen, um zu sehen, ob schliesslich die 
urapriingliche Gleichung wieder zu Tage kommt, uiid es aoU 
zu diesem Zwecke f zunächst in F, dieses in %, dieses in f, 
und endlich wieder f in /" transformirt werden. Um von f 
auf F überzugehen, hat man nach Art 48 die dort unter la) 
angegebenen Werthe einzusotaen. Um von F auf ^ überzu- 
gehen, hat man nach Art. 17, 4o) den Grössen ^^,%^,^,t^,l,l 
die Partiai-Üeterminanten A,^, 2 Ai^, — 2 J.jg, A^^) — ^ ^si -^ss 
der Gleichung F bezüglich als Factoren beizugeben. Dies 
sind aber die in Art. 48, 3«) — 3r) gegebenen Werthe. Man 
erhält dann, indem man dieselben lieber in der für das fol- 
gende geeigneteren ursprünglichen Form Art. 48, f) — f fff) 
schreibt, die Gleichung: 
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|Ou(E~E,)' + 2C„(S,-&)&~S,) + 2Ci.(&-E.)(&-&) + C..&-E.)' 

+ 2 C„ (E,-E,) Ce,-E,) + C„ (E.-E,)' I f 

- 2 1 C„ (E, - E,) (fc - «.) + C„ KE, - E.) (5, - «.) + (E, - &) (fc - «] 

+ 0„ Ke, - Ei) fe - y + ih - E.) (9, - t|i)] 

+ -C„ (E, - !,) (t|. - dl) + 0„ [(E, - E.) (t). - 9,) + (E, - E.) C», - «,)] 

+ 0„(E,-E,)(fc-t)j)lEl) 

-2(0„X,g).(E,-E,) + 0„P,a,(E,-Ei) + *,a(s.-&)] + ö„[3E,9,(&-E,) 

+ 3E,9,(E,-E,)] 

+ C.AS,(E.-E.)+C„[X,B,(E,-&)±3E,a(E.-E,)]+0„3E.D,(E.-E,)lt) 

+ { C„ {tl.-»s)'+ 2Cu (fc- W (fc-lli) + 2 Cs («.-« (?.-«+ 0>. Ö.-9i)' 

+ 20„fe~-ti,)(fc-fc) + 0„(t),-W)E' 

+ 2 1 C„ S,g),(5,-D,) + C„ rl,?), (t,,-«.) + mi Ö.-«.)] + C„ [3£,9,(fe-5,) 

+ X,g,(t|,-fe)] 
+ C„X,a{l),-«,)+C„[I,a(l),-!l,)+3e,9,(tl,-»,)] + C„X.?),(l).-l),))E 

+ {0,>3e,9a' + 2CuS,a . ae.a + 2c„3£,d,- s,a + c„x,g,' 

+ 20„X,a . X,a + 0„3£,D,'| - 0. 
Um nun diese Gleichung S in f umzusetzen, hätte mau 
nach Art. 47, 16) für a^j, a^g, etc., die hier erscheinenden 
Goeffieienten von t)^, E9i ^**' einzusetzen. Es würden jedoch 
in der dann entstehenden Gleichmig Linien- und Punkt- 
Coordinaten, jt, t)t; Xt, yk Tcrmiseht erscheinen. Um dies zu 
vermeiden, sind erst die einen durch die anderen auszudrücken 
(vergl. Art. 31), und zwar sollen alle Xk, yk durch £t, \)t, so- 
wie durch gti'k ausgedrückt werden. Nach Art. 26, 26) ist nun 
X,Y,=^g,iY, X,Y,=ff,r,; X,Y, ^ g,r, f) 

Ferner folgt aus den Gleichungen Art. 21, 2d), indem man 
für die Nenner die abgekürzte Bezeichnung anwendet, 
^ __^ : . ^sg).te.-fe)-iEiJ),(i),-9,) . 



oder nach Art. 27, 9a) 

_ __ ffi 3) 

oder endlich nach Art, 26, 2d) 

x^^x^= g^r^ ■ ^i; tj^ — y^^ —g,r^ ■ h- 
Ebenso erhält man die anderen Differenzen, und hat also: 



-«/»=- 
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[Art. 51. 



— — »i'"i-a''.'Ei*>~ft''r9j''i-!il)i 



j-ftTEjIr 



»i'.-Eift 



--»i<i-?i'-!-i)i + ft>-i-a<-i 
—&••.■&'■. -11,+ »>■!■&•■. 


iji;' 


= —h'-ySi'-i-ii — SirfSi', 


■E.i 
■Sb! 
■Ell 



'ttt) 



tttt) 



Folglich liat man nach ■] 

fe— »Ota—rt + fe— aiÄi—»)^ 
(l,— !,)(>,— j),) + (ii~I,) {■(,_<(,). 
Femer ist nach f) und ff) 
XjF, (:% — «,) + Z,r, (i,-.!,) - 
X,r,(3;, — I,) + X,r,(x, — xJ. 

XÄ (»-»,) + 2.3'. {</.-!/.) - 
2.3'. (».-!/,) + 2.S(ft-».) - 

x.r,(!,,--i,,) + :^r.(!/,- 

Setzt man nun in den Art, 47, Ih) gegebenen Werthen für 
Cii, Ci2, etc. die Ausdrücke aus f), ff), fft), tttt), ^^ iäi 
"in "^isi ^^- "^i^ Coefficienten von t)^, g ^, ete. aus ob^er Gleichung 
ein, so erhält man eine Gleichung von der Form f (äi, ^, Jg) = 0. 
In derselben geht, wie man sogleich bemerkt, der Coefficient 
von ä^^ aus dem von j,^ dadurch hervor, dass man sämmt- 
liche Indices, an 0, i£^, </)■, j, t), cyklisch um 1 erhöht, also 
z. B. Caa statt C^, C33 statt Cga, C,^ statt Cg^, C^s statt (7,^, 
C31 oder C^3 statt C@3, G^^ statt Cji oderC^g, SEg^g statt i^^D^, etc., 
setzt. Auf dieselbe Weise geht der Coefficient von jg^ aus dem von 
ää^, und der von j^^ wieder aus dem von jg^ hervor. Ebenso geht 
auf gleiche Weise der Coefficient von g^jg aus dem von äjäsi 
der von 5gä( oder jj jg aus dem von Jgjg, und wieder der von 3,5^ 
aas dem von J^J^ oder j^jg hervor. Man braucht daher nur den 
Coefficienten C^ von j^^, und den Coefficienten 2 c^^ von j, j^ zu be- 
rechnen. Nunlässt sich nach einigen Umformungen Cii schreiben: 

+ C»[(&-EsX-(!l.-fc)s.-S.ft]' 
+ 2C„(r(!rf.)l).^ll,-l),)E,][(E,-E.)9,-(S,-tl,)E,]-S,ftKE.-I,)tl,-(!l,-tl,)E.l 

-3£.8.[(Erf,)».-(!l.-!l.)E.]+«.a-3£,9.) 
+ 2C,. I [(E.-E,)9,-(l),-tl,)E.][(E,-E.)M>).-ll.)E.] - «sa[(E.-E,)l),-(l).-l)i)!i] 

~3£.?).[(E.-E.)l).-<«.-9,)E.] + S.a-S.S),) 
+2C„U(E,-E,)l),-(9.-t).)S.)KE.-S.)ll,-(l!,-9.)E,]-Xi8,t(E>-S,)S,-(ll,-ll.)E,] 

-S.9.[(E.-6)ii.-(i).-!),)E,]+S.?),-3£Al )».■•■.■; 

oder, da 
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Alt. 51.] — 191 — 

(E,"i.)i),-(i).~fe)E,--S,ft-S,a; fe-s,)ili~-(t).-WE,-2£,9,; 

(j,-E,)!!,-(!!-fc)!.-«.a 
ist, uulI sich demnach die Coefficienten aller C mit Ausnahme 
von C., heben 



r.-''H[-S,9.-Ss9,-S,a]*-ft' 



Nach dem oben Bemerkten hat man also sogleich auch 

®' ^ 2 2 

t^S j)2 '-'BS "ys 'B ■ 

Dec Coefficient 2c,ä von Jij^ lässt sieh schreiben: 

2c„ - 2 ■ i . {c„ [- 3e,a fta + s.a) + «.a (x,a + a%)'\ 

+ci,[-3e,s),ffia+s.B,)+x.a(«ia+s,M+o..[x.a'-3£.a'j 

+ c„ p,a + x,a)«a, + i,iu + e, ?),■«. s. + «,a(Sia + x,a) 

+ s.a(x.a + i,a)] 
+c„[(3E,a+«!a)3:.ft+«ja-i.a-(«,9.+SBaÄa-s.a-3e.a] 
+c.,[(3e,?).+s,a)3E,a+3E.a-s,a-(2£3a+«,a)3E,a-3e.asA]]wvwii 

oder, da sieh alle Coefficienten ausser dem von Cja annulliren, 
2c„ - 2 ■ i . C„ [(S,a + \%) (3£.a + 3£,a + ^,%) 

+ s,a(s,a + s.a + x>a)>.<-. •»••« 

oder 



'-12 " D"i 

Man hat also 



und daher 
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— 192 — [Art. 51. 53, 

Es lanjtet daher die G-leicliung f 

jjä ■ [Gn 9i^>^ li + 2 C,2 g^r^ ■ g^r^ ä/j, + 2 C,3 g^r^ ■ g^r^ 3,^3 
+ Gas SsW h^ + 2 G23 «/ar^ ■ g^r^ ä^äg + Cgg ^'/V Sa"] = 0; 
oder, da weder 23 nocli J) Null sein kann: 

Ai i'i^V äi' + 2 Oia <;ir, ■ g^r^ äiSs + ^ C^g g,r, ■ g^r., 3,3, 
+ Caa ^/r/ äB* + 2 O^^.g^r^ ■ g^r^ ä^äs + 0^^ ^»V/ 3^^ = 0. 
Transformirt man diese Gleichung f nach Art. 50 wieder 
nach /", eo erhält man, da sie mit der dortigen 1«) identisch 
ist, die dortige Gleichung 8a), und also, wenn C ^ ist, die 
ursprüngliche Gleichung wieder. 

Endlich mag noch bemerkt werden, da.ss, wenn man zwei 
Gleichungen derselben Horizontalreihe in dem Anfangs dieses 
Artikels aufgestellten Schema in einander transformirt, sich 
die Ooefficienten der neu entstandenen Gleichung durch die 
Partial-Determinanten der Discriminante der ursprünglichen 
Gleichung ausdrücken lassen, Art. 17, 50; dass aber, wenn 
man zwei Gleichungen derselben Verticalreihe in einander 
transformirt, dies nicht der Fall ist, Art. 47, 48. 

52, Es sollen nun die Regeln des Art. 15 und 49 an 
einigen concreten Beispielen erläutert, und ihre Ueberein- 
stiramung nachgewiesen werden. Es sei zunächst gegeben 
die Gleichung- 

F(x,y) = a'y' -\- b''x^ — a'^b^ = 0; 
so ist ttj;! = a^, «32 '^ ^^ ^3A '^ "~ (i^b^, «13 = «13 = «i3 = 0, 
also hat man die Partial-Determinanten nach Art. 12, 7«), Sa) 

und also 

A == Ä^,a^^ + ^]s"is + ^i3'*i^ = —<l-^b* ■ «^ 
oder 

Ferner 

«11-4 = — «"&*; a^^Ä = ■ — a*b^. 
Es ist also 

^3 > f»; «11^ < Oj «as-^ < f>! 
mithin nach Art. 15 die Curve eine Ellipse. 



y Google 



Ai-t. 62.] 



193 



Wird die Gleichung F(x,ij) = a^f + b'x^ — a^b^ = 
in eine Gleichvmg f transformirt, und giebt man ihr durch 
MultipIicatioH mit ®^ die einfachste Form, so lautet nach 
Art. 47, Id) die transformiöte Gleichung: 

+ 2[«'(E,-j.)(s,-s,)+6"(tl,~ll,)(t),-!).)-oW3£,?).-S.,a)«,», 
+ 2[»'(6-!>)fe-&) + »'(l)i-l).)(t)>->l.)-«'!''Xia-»i?)J»A 

+ [»' (Sa -El)" + i' («, -W - «'6' S,ai V 
+ 2[«'(Ea-E.)(S.-6) + S'(l),-».)(l).-«"«W3£,?)i-S,8JV, 

+ [»' (El - &)■ + »' (9. - ».)' - «'»" SiD/l ».' - 0. 
Ferner ist (wegen Multiplieatjon mit !J)^) naeh Art, 47, 2a) 

C— — S'-«*6'; 
und nacli 3ß), und vermöge der Werthe Yon A^^, A.^, A^^, etc., 
und von ß^„ a^^ a^^ 

- a'b' 5,' — «'6' J,' + a'b'J ——%' a'V [S" IJ,' + a' £,' — 1] 
-<•'!>« l),l),-o'6'E,Ei + o"i>']-=-®'«'»' [6' Hl l), + «'E,E.-i; 

-«■S<t),!l,-o'S»E,E.+»'»'] S'«'6''[S'«,«i+<.'e,E.-1 

-a.'V'!i,' — aVlf + a?V] S>»o'6'[S"t|,« + o>E/ — 1] 

-o'6'fel), — B'i'jjf.+a'i»] — — S!"<i'6'[i'l),Hs+<i'E2E.— 1 

- a"6* IJ3" — 0*0'' Ea^ + aH^ = — 2)^ a^ö" [6^ IJ3" + a^ e/ — !]■ 
Polglicli liat man 

I. K, ij, + c„ ia8, + Ci, s,a] + IS, [c„ s,a + c„ s,a + o„ s,9,] 

+ x,a K, 3e,?), + <i 3e,g, + 0,. x,M 

+ c„ 1,9,' + 2 o„ 1,8, • s,a + c„ x,a' 

-»■«>4" (6'Rg,'l),'+2X,S, • 3e,g.9,l,, + 23£J, • X,aü,lli + I,a'S,' 

+ 2-E,a.3£,J),fcli,+3£,S),'« 

+ «• [S,9,' El' + 2 X,S, • S.a EiE, + 2 «18, ■ 3E>8, E.E, + 1,%' E>' 

+ 2J,J),-I,aE,E, + Xia''E,'] 

- R'ft' + 2X,a-l.9, + 2X,8,-3£,9. + x,8i' 
+ 23£,8i-X,a + «,M| 
-®>«'S' 1 6'[i,8,t).+3; J, 9,+S,g,?J'+o'[I,8.Ei+S,9.E<+S.8.Ej' 

-[S,8.+x.8.+x.«)J) 



.s> 
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nach Art. 27, 10«) 

— +B'-o'S", 
Ferner ist 

C (c„ V + 2 «u «il). + 2 "„ l)i l)j + ai fc' + 2 %. 1. 11, + «i. «b') 
-i«a'S'{a»[(j,-J,)'V + 2(E,-t,)(&-E,)9,»>+2(!,-E,)(E.-I,)ll.!l. 
+ (&-&)' !l/+ 2(!,-E,)(E,-E,) fcll, + (E.-E,)'fc'] 
+ »'[0!>-y!l,'+2(l),~«,)ft,-l),)!l,l).H-2(tl,-5,Xt),-tl,)M. 

+ (>).-l)i)l)!' + 2(l),-l),)((,-t|,)M, + (l),-9,)'l),'] 
- »'6' R9,' 9i' + 2 «iS. ■ äia S,». + 23£.a . X,a ,,(, 
+ «.Di' <),' + 2S,J), . S.a li,t|, + 3e,ft' «I 
-®'<i»6'{»'[(E,-E,)t|, + (E,-I,)l), + (J,^S,)W+»'[ft,-lS)t|, 

nach Art 27, 4«), 3a), 10a) 

--»'.o'i'.ro'c-s)»! 

— — S" • o'i'. 
Ebenso ist 

C (»u Ei' + 2 c„ J, El + 2 <!« El E, + <is Es' + 2 e„ E, Ej + «.j Ej') 
»«■o'i<-[4'(+S)'] 

IWaii hat also den Fall Art. 49, I. «,, 2. c, und sieht auch 
hieraus, dass die Cnrve eine Ellipse ist. 

Transformirt man die urspröngliche Gleichung Jf^(x, J») = 
auf die Form 5{E, l)) = Ö, so hat man nach Art. 17, 4a), 
vermöge der Werthe von A^, etc. 

— a't' \)' — aV f + a'V — 0; 
und nach Art. 17, 5a) ist die neue Diseriminante 

%^A' — a't'. 
Kürzt man die Curvengleichung aber durch — a^P, also die 
Diseriminante durch — a^lf, so erhält man die einfacheren 
Formen 

Wtf' -{-a^f ~\= Ö; t) 

a a'V. 

Es ist also, wenn man diese Formen beibehält, a,, ^ ö*; 
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Art.- 52.] — 195 — 

%^ = Sijg = Sias = 0; 
folglieh hat man nach Art. 15 eine Ellipse. 

Transformirt man endlich die Gleichung f ) auf die Form 
f (äi) fe' is) "^ 0, ao hat man nach Art. 47, 16) die Gleichung; 
wenn man mit ^^ multiplicirt 

+ «' (Si - »aX» - »■) - X. 5'. • X. r,] 8i i, 
+ 2ß'ix,- x^) (x, - X,) + «■ (s, - j,,) (j,, - „,) - Z. r, ■ X, Y,^ s, j, 

+ [s" («,-!,)■ + «■ (ft - i/,)' - 2, r,'] h' 

+ 2[S'C!t,-rt,)(a.,-=.,) + o'(!,,-j,,)(j,.-y,)-Z.r,.X,rj8,h 

+ [V (X, - «,)' + «' (», -!/,)■- z, r,-] ä,' - 0. 

Ferner ist (wegen der Multiplication mit S^) nach Art. 47, 26) 

und vermöge der Werthe von 2t,j etc., nach Ar-t. 47, 36) 
ffi„ = i)' [— «•'ä/i" — V *,' + o'6'] — — B' [«'»,' + S'l,' — «'il; 

ä« — J>'[—<''ä/i' — ''V + »'*'] ■ —~V[a'y,' + Vx,' — a'h'y, 
®S3 ^ D^ [ — a^S/s3/s — ^x^x^ + «^6^] .= — J^ [^^2/2^3 + 1^ ^% — a^fe^; 
%, — B'[—a'y,' — b'x,' + a'b'J =~I)'la's,' + b'x,' -~a'b']. 
Folglich hat man 

S[c„ + 2c„ + 2c„ + c„ + 2c„ + c,,] 
= -'T}^a^b^{b^[{x^ — x^f + 2{x.^ — X3){x^ — x^) + 2{x^~x^)(x^ — Xs) 
+Xx, — i,)' + 2 {i, — »,) (i, — i,) + (i, — 3i)"] 
+ «' K</i — !/a)' + 2 (!/, — »,) (». — »1) + 2 {j, — !/,) (g, — y,) 
+ (»3 - S,)' + 2 (», - !/,) (», - !/,) + (!/, - y,n 

- ix,T,' + 2X,Y, ■ z,r, + 2z,r, ■ z,r, + x,r,= 

+ 2Z,r,.XiF, + Z,F,']| 
-^ma't'{yiix,~x,) + (x,-x,) + (x,~x,)]'+a'Htl,--9,) + (,/,-y,) 

+(!),-y:)T-lx,Y,+x,r,+x,r,]'] 

oder nach Art. 27, 2S) 

D'o'S'[-i'] 



y Google 



Ferner ist 








fe- 


?,) [Si. & 


-»,) + «„ 


{!/! — !/.) + ttiife-älj)] 


+ fe- 


».) [Eu (». 


-•'■)+l5. 


(».-»,) +«..(»!-»)] 


+ fe- 


»>) »..{!/. 


-».) + «>, 


(9. -</i) + «..(».-!/.)] 


-<Si,(!/>- 


-!/.)'+2S, 


.(».-ft)(!/B 


-!/i) + 2S„ö(. -»)&,-!(,) 


+ E.,(».- 


-,0'+26,.(i,.-!,0(s, 


~».)+s»fa-»)' 


-D'l'-'fe 


-»■)'»,' + 


2 &.-!/.)(<(. 


-»i)!(.S> + 2(!/,— rtfc-!/,)»,». 


+ {</a 


~Si)'S>' + 


2(!/.-yi)(!'. 


-fe)!/!» + &.-!/.)■»>■] 


+ !-■[(!/> 


-»,)"V + 


äÖ/!-».)^ 


-!/i)a:i«s + 2(!/i-»,)(!/,-!/,)«,3^s 


+ (», 


-».)'»■' + 


2 (>,-»,)(», 


-»i)«!«i + ta-».)'ai'] 


-o'S'[(!,,-,,)'+2 


&-»)&- 


Si) + 2 &.-!/.)(</,-!/.) + ta -»>) 




+ 2 


(».-»iX»- 


!/,) + {».-»,)']l 



= - DM «j' [(«/2 - j/a) »/i + (j/3 — J/i) j'ä + (j/i - v^) y^f + ^' Kj/s - y^) «i 

+ (^8 — J/i) a^ä + (^1 — i's) '»a]' — a'ö' [i>i — J/a) -f- fe — ^/s) + (j/s -- ?/i)f ) 
oder nach Art. 27, 36), 4&), 2&) 

= -_ D2 . fts . 2>ii 

= D* ■ b\ 

Ebenso ist 

(^3 - cc,) [Sn (x, -^ ^,) + (£,, (a;^ — ^0 + (S.,, (x, — x^)] 

+ (X,- X,) [ßi, ix^ -x,) + ^ (% - X,) + ©33 {X, - X^)\ 

+ (a^i — x^} [©,3 (iCa — a:^) + Sag (a^^ — «0 + %^ {x, — a^)] 

= - ZH . dl 
Man hat also den Fall Art. 49, 1, 6. 2. c, und sieht auch hier, 
dass die Onrve eine Ellipse ist. 

Ebenso überzeugt man sich in allen Fällen, dass die 
G\eichaiigF(x,y)^a^y^ + h^x^~\-a^b^ = etwas Imaginäres, 
die Gleichung i^(iK,i/) = a^/ — 6^ a^ + o^&^ = eine Hyperbel, 
die Gleichung y^ — 2px = eine Parabel bezeichnet. 

53. Soll die Gleicbring /"(%,% ä^s) = 0, f (äi, äa, ia) = 
eines Kegelschnitts auf ein anderes Droiseit oder Dreieck 
(mit Beibehaltung des Coordinaten- Anfangspunkts) transformirt 
werden, so erhält man durch Einsetzen der Werthe Art. 28, 
9«), 9i) in die Kegelschnittsgleichung als Coefficienten in der 
neuen Kegelschnittsgleichung 
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Ai-t. 53.] — 197 — 

,,_i.[c„ »'„' + 2i!„ ©'u®',, + 201, il\,t>\, + c„ ®'„' 

+ 2<i,S)'„S'„ + »„»■„>]; 
«I — s'.-[»u ^'ii" + 2% S'„D'„ + 2c„ S)'„a'„ + 0,2 »'„■ 

+ 2C33 ^'aa^'sg + C33 S)',/]; 
»— s'.{c,. 3)'„' + 2»,, S'„»',i + 2c„ S',,®'., + <i, »'./ 

+ 2c,, »'„»',, + »j, S)'„"]; 

„-^■[c„S)uIl'„+«l,(S)'.lS>7,+3>'.l1>'l!)+<!l.(»',lS',.+^'.,3)'„) 

+c„»'„S'„+ti,(S'„»'.,+S)'aa'„)+<i„S'„S>'„]; 
>.-iB'.-[%»'a»'.i+%(S''!i»'..+S>'ii»'o)+«..(I>'!.S'»+®'.,S'',.) 

+c„S)'„S'„+c„(S'„S'„+3)'3,E-„)+<ijS'„»'„]; 
a-yi{«uS)'.i»'ii+e.!(S>'.iI>'u+^'iiS''!.)+«ij(S'.i®tt+®'ii»'!.) 

+i!„S)'„E'„+£i,(S'„S'„+S'„S'„)+c„E'„3)'„]; 

"— _dt[cii J)'„' + 2 c,i i'ui'» + 2 c„ iy„I>'a + t„ I/,,' 

+ 2 c„ B'„Z)'„ + c„ JT/,,']; 
„— ^-^[c,, i/,,' + 2c„ il'„-D'„ + 2t„ 7)'„XI'„ + c„ i)'„= 

+ 2c„I>-„D-„ + c„7/„"]; 
» — j7ä [tu -fu' + 2 c„ -0'„2)'„ + 2 c„ D'„J5'„ + t„ ff,,' 

+ 2t„If„I);, + t„II„'}, 
„=J,j-[c„Il'„Z>'„+c„(i)'„D'„+ir„J/„)+c„(7/„D'„+Zl'„,D'„) 

+c„i)-„B-„+c„(7r„Z)-„+7r„B'„)+t„Z)-„Xl-,;]; 
„~jl,{t„i)-„D-„+c„(D'„i/„+ir„Z)'„)+c„(I)-„D'„+iX„B'„) 

+c„i)'„X>-„+c„(I/!,B'„+I/„Z/J+c„B-„D'„]l 
„_jl5.[c„J)'„C'„+c„(7)'„-D'.,+i)'„i)-„)+c„(I)-„B'„+D-„2)-„) 
+t.,ir„I/„+c„(D'.,C-„+I)'„D'„)+t„II'„Z)-„]. 
Man bemerkt auch hier sogleich, dass voa den Werthen 
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"'iii ^'ti! ^\i' ^'m ^^^ ^''ii "^s" Werthen c\^, c'gj, c'gg, c\g, jeder 
folgende aus dem YOrh ergehen den liervorgeiit, indem man die 
ersten Indices aller S) in cjkliseher E«ihenfolge je um 1 
fortachiebt. Gleiches findet mit den Wertlien für c'^, c'^^, z'^ c'^ ; 
und c'i2, c'ag, c'gii c'jj statt, 

ümnundiePai-tial-DeterminautenCj^jCajjCjjiC'iäfCaajCg^ 
der Diseriminante der neuen Gleichung zu finden, hat man, 
da nach Art. 43, 7«), 8«) von den Werthen der drei ersten, 
und von den Werthen der drei letzten jeder folgende durch 
Fortrücken der Stellenzeiger im vorhergehenden hervorgeht, 
nur einen Werth, etwa C\, der ersten, und einen Werth, 
etwa C'^s tler drei letzten zu berechnen, und findet dann durch 
Fortschieben der ersten Indices an den S die übrigen. Setzt 
man nun in der Gleichung 

für c'ji, (/^äi c'ä3 ihre Werthe aus Im) ein, so ergiebt sich 
nach einigen Znsammenziehungen: 

+ 2 Qj [SD'sa^'js— 25'33©'33][®V®'3a— ®'22^'.n] 

+ (^11 [^'S2®'33— ®'23®'3sf 1 i 

oder nach Art. 29, III) ö/, b^', c^ 

C\i = ^'i ■ [C33 %i' + 2 0,3 %, ®ai + (7^3 3)ai^ + 2 C„, 3)„ ®3, 

Da nun, wie man sogleich sieht, in Art, 29, III) die linke 
Seite der Gleichung «2' aus der linken Seite der Gleichung a^ 
durch Forts ehieben der ersten Indices an den®', die rechte 
Seite aber durch Fortschieben der zweiten Indices an den 
% hervorgeht, so hat man, um C'^^i ^'ss ^u finden, im Werthe 
von C\j nur die zweiten Indices der S) fortaurücken, wobei 
zugleich dem Werthe von C?',^ die Form gegeben werden soll 

C'ii = i ■ [C,. Sn' 4- 2 C,3 ®i. %^^ + 2 Ci3 3),i©3, + t4a S^,^ 



+ 2Ca3 2)glS)3l + Os3 3)8i^]. 
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Setzt man ebenso in dei' Gleichung 

für t'j,[ ^ c\^ 6''g, = c'31 ; (^25, c'jj ihre Werthe aus la) ein, so 
erhält man nach gehöriger Vereinfachung unii Zuaammen- 



+ C„ [(E'„S>'„ — S'„S)'„)(S)'„»'„— »'„»'„) 
+ (S'..»',! — »'„ »'„)(!>'„»■„ — S)'„S)'„)] 
+ C„[(Il'„E'.,-S>'.a»'..)(»'u»«-S>-„W„) 
+ (E'„»'„ — E'„!B'„)(D'„S)'„ — »'„E',,)] 
+ (-ii [®'B.äl'ii — SrnSl'u] [Ii'i.®'m — ®'u®Vl 
+ C„ [(3)'„®'„ — B',, »■„)(»'„»'„ — ®'„®'„) 
+ (S)'„ S)'„ — »'„ S'i.K»',, S'„ — S'„ 3)',s)] 
+ C„ [»'„ S'„ — »'„ S)', ,1 [®'u ®'i. — ®'u®'m] ! 
oder nach Art. 29, III) o,', V> «i'i «j', V, «•' 
' ~ 5"^ ■ [''" ®"®" + "" (*i Aj + Sj.S'i.) + C„ (S„Sj5 + Si„S„) 
+ C„ E„S„ + C„ (S„<B„ + Da A,) + C„ ©„aj 

oder 
, = ^ ■ [0„ S)„!B„ + C„ (»„»„ + S„S>„) + 0„ (»„H,, + »„»„) 

+ o„ a„ii„ + c„ (%,%, + »„®„) + c„ s„s J. 

Durch Fortschieben des zweiten Index an den S findet man 
C'g^ und Cjg. Man erhält also: 

— -i . [6'„ ®„= + 2 C„ ®„a„ + 2 Cu SuB„ + C,, S„ 

+ 2C„D„S„ + C„®,i"]; 

— i ■ [C„ S>,/ + 2C„ S)i,Sl„ + 2C„ »„»„ + f, E„ 

+ 2 0„ 5B„SD„ + C, S„']; 

— ^ ■ [C„ »„' + 2 C„ S„S„ + 2 C„ S),s®„ + G,, S,, 

+ 2C„!S„S„ + C„S„']; 

— i . [C„®„I>„+C„(»„SD,s+»„S„)+C„(S)u®„+Ii, 

+C„Si„»„+C„(S„'B„+»„B„)+Cj5®„S„]; 
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, — i ■ [C„!D„S„+0„(!B„»„+»„S)„)+C„(B„S„+!B„a5,) 

+C„SA,+C„(E,A,+»„3)„)+G.E„S„]; 
, _ i . [c„3>„B„+0i,(S„Sl„+I'iiäl»)+Ci.(I'„®,i+S„®„) 
+C„E„E„+C„(3>„SD„+B„S„)+C„S,,,!B„]; 
und ebenso hat man 
, — ^r [S„ B,,' + 2 S„ Ai Ai + 2 e„ »11 Ai + S,, Ai' 

+ 2(£„AiAi + 8:» Ai']; 
, — jJt [(J„ B„' + 2 tt„ Ai A. + 2 S„ z>„ A, + I5j, A.' 

+ 2 6,, Aj A, + S„ A«']; 
„ — i ■ [«„ Ai' + 2 6„ Ab A. + 2 6„ A. A, + S.. A/ 

+ 2e„AjAi + Ss. Ai']; 
I, — i • [SuAiA!+Sii(Ai-D«i+AuAi)+S,s(AiA.+A,Ai) 

H-S^AiAs+KmCAiAs+AsAJ+SuiAiAJ; 
„ — yi ■ [6„ A.A.+S„(A!Aj+AsAi)+5„(A!A.+AjA.) 

+(S„A>A.+e!.(A,A,+A,A.)+K„A!A.]; 

„ - i ■ [E,, AsAi+8i!{AjA,+AiAj)+it,a(A.Ai+A,A.) 

+(J„A.Ai+6i,(A.a„+AiA8)+K.jAjAi]; 

Man bemerkt sogleich die Analogie dieser Anadrücke mit den 
in lo), Xb) aufgestellten für c^^, c\^ etc., c',1, c'i,, etc. 

Um die Discrimiuante C der neuen Gleichung zu finden, 
halten wu: uns an die Regel 

6" — C'„ c'„ + C'„ e„ + C'„ o'„. 

Werden hier für 6'H, 6'^,, C\^ die Werthe aus 2«), für 
c'm e'jj, c'ig die Werthe aus 1») eingesetzt, so erhält man 
nach einigen Umformungen: 
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■ i,- ([(Cu®U+ClI®ll+Cl!^Jl)(<!llS''u+C„S)'„+<!„3)', 

+ (<;„®„+c„i)„+o„ »„)(<!„»'„+<!„ s)'„+c„s>', 

+ (CuS)„+0„3J„+0„S„)fe. »■„+«„»'„+»„»•. 
+ [(C„ 3)„+(7„ »„+C,. S„) (<i, D'„+«j,»-„+ti,»', 
+ (C„S„+OuS)„+C„%,)(<i, »'„+»,, S)'„+e„S)', 

+ [ffl,%i+C„!Ba+C„S>„)feiS'„+»„S)'.,+<i»S)'„: 
+ (C„S„+C„S)„+C,.S)„)(<i,S)'„+<i,B'„+c„S', 
+ (C.i S„+0„»„H-0„ »Jfe, W„+«„ S'„+ii, S', 

+ [(C„D„+C„S)„+C„S„)fe,S)'„+i;„S'„+c,j»' 
+ (C'«%,+C,.S>«+C„S„)(% »'„+«„ S)'»+q,»'i 
+ (C„S)„+C„S)„+0„S)„)(o„ »'„+<,„ E'^+q,»-; 

+ [(C„®„+C„S„+CS, »„)(»„ S)'„+a„B'„+»„3)'„; 
+ (C„Sl„+G„Sl„+C„S„)feiS'!i+e«S''.!+«.s»' 

+ (c„s>,.+aij»„+c„E„)fesi'„+<i,s'.,+o„s>-, 

+ KC„S)„+C,j»„+0»»,i)(c„S'„+»»S'„+c,aI>': 
+ (C„»„+C!„S>„+C„»„)(% »•„+»,,»'„+<!„ S)' 
+ (0„®„+C„»„+C„S)„)(e„»'„+c„»'„+c„S', 

+ [(0„S)„+C„S„+C„®„)fe.S'.i+«i.»'u+«,.»' 
+ (0„S)„+C„E„+C„S„)fe,D'„+<!„ »'„+«„©' 

+ [(Oii»ii+0„»,iH-C„S„)(i!„I>'„+<i, »'„+«„ E' 

+ (C„S)„+C„E„+C„B„)(i!„»'„+<i. *'»+».. S)'»; 

+ (0«S)„+C„»„+C„S)„)((!,,S'„+(!„»'„+<i,Si' 

+ [(C»S'u+C.,%,+C,.S>.i)(%Sl'u+«.>S)'„+c„»' 

+ (0„®„+C„S),,+C„iB„)fe,B'„+<i,E'„+<i,E' 

+ (C„Ii„+C„D„+C„ffi„)(<%, »■„+«„ 3)'„+»„»' 

Man bat also einen Ausdruck von der Form 

C — ^, ■ j JK,, ®„B'„ + Jlf„ Su®'„ + »ij S),iS',s 

+ M„ »„»'„ + M,, Il„S'„ + M„ S)„®'„ 

+ JK,, 3)„S'„ + »„ S)„D'„ + Mj, S„iC'„ 

und man bemerkt sogleicb, dass der Coefficient M^^ ai 
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Jfig ans Mja, Jtfaa aiis M^i, M^ ms M^, Jl/g^ aus M^i, M^ aus Jl/g^ 
dadurch hervorgeht, dass man die ersten Indices an den 
kleinen c je uml fortmclit, dass aber Jlfgi aus Jl/,^, M^^aaa M^, 
M^ aus M^^ M^^ aus M^, M^ aus iKig, M^ aus M^ dadurch 
hervorgeht^ dass man die ersten Indices an den grossen Oje um 
1 fortrückt. Hat man also Jlfjj, so hat man auch alle ttbrigen. 
Nim lässt sich M^, auch in der Form schreiben: 



, (!!„»■ 






„®'„ + 3 



jfu — C, 

+ C. 

+ 0, 

+ C, 

+ 0, 

+ 0„ »,,(»„»' 

+ 0„ c,, {3)„E' 

+ 0„q,(S>„S' 

+ C„ e,, (»„»■ 
oder nach Art. 29, IV), ß, bis C3 

Jl^i — Cu «,1 S) • S' + Ol. «,,»•»' + C„ c„ 
Man hat demnach: 

■ [C„ c,i + C» «i! + C„ «„]: 
■[Cu<i, + O1,«,, + C',,«:,,]: 
■[C„»„ + C„C,, + 0„C„1: 

■ tC„ »„ + 0„ e„ + C., c„] 

■ \0„ «,, + C,, <i, + C„ »,.], 
M„ - »»' ■ [C„ o,, + C„ 6,, + Ci, »,,] 
jlf„ — S)»' ■ [C„ «,, + C„ c,, + 0„ c,,]: 
jM,, — S)E' ■ [0„ Cj, + C„ »„ + 4 
M„ - as' • [C,, e,, + 0„ e,, + C„ »,,]. 

Nun sind alle Jff Null mit Ausnahme von Mjj,M^,M^^, wel 
je den Werth C haben. Man hat daher 

C = j,, • C. »»' ■ (S„»'„ + Sji3)'„ + ®„®'„) 
oder 

C — -^T C- ^ES' ■ (^'n^Eu + ®'„S)s, + ®'„®si) 
oder nach Art. 29, IV), «/ 

C — i . C . B' . 5B'" 



Jf,, — SS' . 
Jf„ — S)»' ■ 
JM,, — SS)' ■ 
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C = i; ■ C; 3a) 

und ebenso 

s'-|.".-e. 3») 

Bringt man die transformirte Gleichung durch Multiphcafcion 
mit S'^, D'^ auf die einfachste Form, so sind die Ausdrücke 
in la), n) mit S'^, I/^, die in 2o), 26) mit 2)'*, D'\ die in 
3a), 3i) mit 'S)'", i>'^ zu raultipliciren. 

Femer lässt aieh, wenn man ftir C'j,, C\^ etc. ihre Werthe 
aus 2a) einsetzt, der bei der Beurtheilui^ der Natur des 
Kegelschnitts in Betracht kommende Ausdruck achreiben: 

Xj'g.' [C',i s,'a- + c'u i,'D,' + c\, x;^,'] 
+ 3e,'B,' [C'„ x,'a' + c'„ 3£,'a- + c. je/d;] 

+ C'„ X,'|i;' + 2G'„ X,'a,' ■ 3£,'ft' + C'„ S,'?),'" 

— Jli jc„ [3e,'?),' s>„ + 3E;g),' SB„ + 2e;j); »„]■ 
+ 2 c„ [i; g; s„ + s/g/ »„ + s;?),' sj 

+ 2 0„ (3i,-?),' E„ + S,'?i; »„ + S.'9,- E„] 

■ ts.'g,' a» + Xs'!)i' »» + x.'9.' »..] 

+ o„ [3£,-g,' »„ + x;%' %„ + 3e;d,- %j' 

+ 2C„ [s;g,' a„ + x,'g,' d„ + x;g; s„i 

oder nach Art. 29, VI, ö/, V. < 

— 5^ [ Cji 3£ J," S'' + 2 C„ 3t, j), ■ I, B, S-> + 2 C„ 1,9, ■ X,?), »•' 

+C„Ij?),«D'>+2C„3E,9,.3e,JI,Il''+C„3e,a,'3)'') 

- c,i s,?).' + 2 c„ s,a • x,a + 2 c„ E,% ■ x,g, 

+ c„ «,?),■ + 2 c„ 3e,a • x,a + c„ x,g,' 

- s,g, [C„ 3£,a, + c„ 3e,a + c„ j,d,i 

+ 1,9, [C„ 1,8, + c„ s,9, + 0. 1,9,] 

+ s.9> [C„ 3e,ft + c„ s,a + o„ «,9,]. 

Man hat alap 
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4!.) 



+ «.'S', [c.. s,'S,' + Ca s.-g),' + c'„ x,'g;j 
+ x,'g,' [C'„ 3e,'g; + o',. «.'!).' + c'„ se/m 
- 3£,s), [o„ s,?), + c„ 3e,g, + c„ 3e.a] 
+ x,a [On 3£.?). + C. 25,8, + 0» «.gj 

+ S.?), [C,. 3e,S, + C„ -EjS!, + C„ SE.SJ 
und ebenso 

i.' J'j' [S'„ X,' r,' + 6'u z,' r; + 6',, x; j,'] 
+ x; r,' H',3 x/ r; + s'„ x; j; + s',, x; f/] 
+ 2/ r,' [c„ x; F,' + Co X,' f; + e'„ x,' f/] 

- X, F, [S,, X, F, + ffi„ X, F, + 6,. X, FJ 

+ Xj F, [«„ X, F, + 6„ X, F, + S„ X, F|] 

+ X, F, [e„ X, F, + 6,, X, F, + 6„ X, FJ. 
Ferner hat man durch Einsetzui^ der Werthe für C\i, etc. 

(«■' - l)i') [C'„ (t)/ - W) + C'„ (t),' - 1),') + C'„ (?,■ - D,-)] 
+ (W - 1),') (C-„ (»,' - fc') + C-„ {ti,- - d,') + C'„ ö,' - 1),')J 

+ {!i; - 1,,-) [C'„ (n; -!),■) + c'„ (n; - 9.') + c'„ (»; - 5;)] 
= o'i, (9; - W)' + 2 c'„ (1),' - 9,') (9; - 9,') + 2 c-„ ö; - 9;) (9,- - 9;) 

+ 0'„(9.'-l);)' + 20'„(9,'-9;)(9;-9,') + C',.(9/-9,-)" 

- ^ ■ l«^" Kfc'-W) S>,. + (9,'-9;) ®., + (9.'-9i') 3 

+'S C, [(9; - 9.') »u + (W - 9,') %. + (9.' - 9!') %.: 

• K9!'-9s') S>„ + (9;-9,')Sa + (9,'-9;) S 
+ 2 C„ [(9; - 9,') A, + (9.' - 9/) »,> + (9,' - 9.') S 

• [(9/ - 9/) S» + (9.'- 9,') ».! + (9; - 9;) S J 
+ 0., [(9,' - 9.') S)n + (9; - 9.') 3>„ + (9.' - 9>') S>« 
+ 3 C„ [(9,- - 9,') S„ + (9,- - 9,-) !B„ + (9,' - 9,') S« 

• K9.' - 9a') 5B» + (9/ - 9i') »„ + (9i' - 9/) »»] 
+ C„ K9,'- 9.') »„ + (9,' - 9.') »., + («,■ - 9/) »as 

oder nach Art, 29, VII), < V e,' 
--^(Cu(9,-y'»'+2C„(9,-9.)(9.-9i)S>"+2C„(9.-9i)(9,-9,): 

+C„(9.-9.)"»''+2C,.(9.-9,)(9i-9,)E"+C„(9,~y'5D"l 
- C. (9. - 9.)' + 2 ö., (9, - 9.) (9. - 9.) + 2 0„ (9, - 9=) (9, - 9.) 
+ 0« (9. - 90' + 2 C„ (9, - 9i) (9, - 9>) + C„ (9, - 9,)' 

- (9! - 9.) m. (9. - 9.) + C„ (9, - 9,) + 0„ (9. - 9,)] 
+ (9, - Ol) [Oi> (9> - 9a) + Ca (9. - 9i) + C„ (9, - 9.)] 
+ (9i - 9.) K. (9. ^ 9.) + C» (9, - 9.) + C„ (9, - 9,)]. 
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5a) 



Mit Hilfe von Art. 29, VII), »i', W c^ überzeugt man sich auch 
gleich von der Richtigkeit des analogen Satzes für j. Man hat a 
(9,'~!l,')[C'„(5;-ti,-) + C-„(l),-- (/) + C'„(t),'-!!/)Jl 
+ (W-l),')[0',>CW-ll.') + C's(!l,'-»,') + C-„(ti;-D,')] 
+ {V->i.')[0',.(i)!'-W) + c,.(V-ii.')+ c',.{ti,-«,0] 

- (fc - «,) m, (ti> - »,) + o„ (ti. - »,) + c„ ö. - «j 

+ (?. - «.) K, (tl, - « + C„ {% - II,) + C„ (?, - 5,)] 
+ (Üi - fc) [C« («i - 9.) + 0„ {11. - tl.) + C„ (d, - tl,)] ; 

{&•-&') [C,, (&'-£,■) + C',. (E.'-E,') + C'„(j,'-j;)] 

+ (&'-!;.') [c-„ (£.'-£.') + c"„ (I.--E,') + c'„(5;-e;)] 

+ Öi'-a') [C,. fe'-S.') + C'„ (£,'-£,•) + C-„ (£,'-£,')] 

- te - E.) [0,, (E. - £.) + C„ (E. - E,) + 0„ (E. - E,)] 
+ fe - El) [C„ (E, - E.) + C„ (E. - E.) + 0„ (El - Ei)] 
+ (El - E.) [C„ (E, - E.) + 0„ (E, - E.) + C., {E, - E,)] ; 

(»>'-!/■') [ffi'i, (»>'-»') + «■„ fc'-»,') + S',.(!/;~».')]l 

+ (».'-»i') [«'„ (*'-</.') +-s'n (»,•"».■) + 6'.. (»;-»,')] 
+ (»;-»!') [S'i, fc'-s.') + s'>. o;-».') + i5'»a &.'-!'i')] 

-&■-».) [<S., (»-»,) + «„ (»-») + S,. (!/■-»)] 

+ (».-»,) [ffi.> &■-!(.) + S» (ft - »■) + s» ta -»>)] 
+ (»1-») ["Si. Oi-fc) + Sil (»!— >i) + Kj. (»i-!/!)]i 
W-O [S'u fe'^O + is'„ fe'-O + 5u«-0] 

+ «— 3!,') [C„ («,'— O + S'i, (l,'— O + tt'i. {»,'—<)] 

+ «^i;)[(j'„«,-=6,')+r„{<-V)+«'.s«-<)] 

— fe—ai)[Su {«, — »,) + ffi„fe — 3l) + S„ («,—»,)] 
+ (a;^ — a;,) [6i, (ä^ — a^a) + ©aj (3ä — a^i) + (Sjs (»1 — iCa)] 
+ fe - a:,) [(S,. («,-«,) + E„ («. - ai) + 6,, fe - <)l 
Ferner ist vermöge der Werthe von c'.j, c'j^; etc. in la), und 
von (7' in 3«) 



56) 



0- (»-. 


+ 2(!'„ + 2»„ + c„ + 2 


«•» + 


='..) 




i-C j»„[S)-, 


+ S'„ + B'.,]> + 2c„[S' 


,(!>•. 


+ E-, 


+ S"',.) 


+ »■ 


1 (®'lg + ©'s, + X)'3^) + S)'3 


(», 


+ ®', 


+ S-J] 


+ 2«,.[S'> 


(B'„ + »'„ + S'„) + E', 


iCiB', 


+ »', 


+ 3)'») 




+ v. 


iW 


+ », 


+ s>'.)] 


+ %[»■, 


+ S)'., + »'„]' + 2 «„[»•, 


,(»', 


+ »■, 


+ s> ») 


+ v 


, (S)'„ + s>'„ + »■„) + «)■„ (S)', 


+ B-, 


+ »■„)] 


+ '„m'i 


+ ®-„ + »'..)■] 
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_ 14 -C {£„(»■„+»-„ + »■„)■ 

+ 2 c„ (D'„ + ®'„ + S'ji) (S)'„ + »'„ + B'„) 
+ 2 e„ (»'„ + S)'„ + ®'„) (»'„ + B'j, + S'„) 
+ »,,(»'„ + »■„ + »■„)■ 
+ 2 <i, (®-„ + S>-„ + ffiV.) (®'„ + »>. + ®«) 
+ »„ (»■„ + ®'„ + S'„)'} 
oder nach Art. 29, I), %', &/, c/ 

— Ji- C- [c„SD'' + 2c„B'' + 2(!„ä)" + CjsS" + 2c,s3)'' + %S>'') 

- |i-C- (»,, + 2»„ + 2c„ + c„ + 2»„ + »„). 
Man hat also 

C ■ («'„ + 2 c-„ + 2 c'„ + c„ + 2 c„ + c-„) 
■=|1 ■ 0- («„ + 2»„ + 2c,, + »„ + 2c,, + »,,); 6o) 
r ■ (c-„ + 2 [■„ + 2 c',. + c-„ + 2 c',, + c'„) 

- 1^ ■ « • (t.. + 2 <i. + 2 1» + <» + t» + c..); 66) 
und offenbar nach 3a), 30) 

«'ii+2e',s+2<!'„+<!'„+2i!'„+(!'„— »„+2(!„+.2(i„+(i,+2(!„+<i,i7<j) 
c-„+2t'„+2e'„+t-„+2c'„+c'„-c„+2c„+2c„+c„+2c„+c„. 7S) 

Endhch ist nach 3«) und \a} 
C • (c'„ Ji'" + 2 c'„ l),'fc' + 2 «'„ J,' ^,' + c'„ ü/' + 2 «'„ l),' l),' + «'„ 1),'') 

- |i ■ C ■ j »„ n; S)'„ + 1,,' ®'„ + 5,' s>-„j' 

+ 2 c„ [d,' ®-„ + 5,' ®'„ + 1),' S', J Öl' S'„ + W, »'« + «•' E'ji] 

+ 2 c,, [II,- a'„ + o; ®'„ + II,' »•„] fti' D',, + «/ »'„ + 1),' »'„] 

+ »„ ö,' »'„ + 5; S',, + !),'»', J' 

+ 2 <i, [Dl' %■„ + n; a'„ + ti.' s', j [!),' 3)'„ + 1)/ ®',, + 1),' »■„] 

+ e.a[D,'®',i + t),'3>'o + ».'»■»]') 
oder nach Art. 29, V), ß^'i ^a'j ''ä' 

- |i ■ C . {<!„ t),> W +2»,, t),fe E-' + 2o„ 1),1), 5D'' 
+ «,, 1),' E'»"+ 2<i, 5,5, S'" + c,, I),' S''j 
-|i-C-fe,>l,' + 2<!„t|,l!, + 2c„l|,l), + c,,l),' + 2c„t|,5,+c„t),'). 
Ebenso findet man den analogen Satz für % mit Hilfe von 
Art. 29, V) Vf V' V- Man hat also: 
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Art. 63. 54.] — 207 — 

<^' ■ (c'ii 9i'^ + 2 c^^ t)i'g/ + 2 c\^ t),'^/ + c'ä2 \y{^ + 2 c'^g lia'^/ + c\^ \iP)\ 
= ^-C'(cu^i' + 2%^i9ä + 2cig5,l)8 + CjgV + 2«^5,98 + CssV);l 
C ■ (c'ii Si'' + 2 c\, Ei'Sa' + 2 c',3 s/Es' + c',2 Sg'« + 2 c'^^ s/Sa' + c'^s Ss'") | 
= |^-C-(c„E,*+2c,äE,s, + 2c^XiE, + Cäaj/ + 2%SaE3 + C33x/);J 

®'-(c'ii «//' + 2 c;^ y/j// + 2 c\3 y/i/s' + e'ää y^^ + 2 c'g, j//«/; + c'33 j/^'^h 

(CllV + 2C,aJ/i^ä + 2Ci3«/ii/3 + Cg3ft^ + 2Cj3«/2?/3 4-C33y/); 

^ + 2 c'j2 iK^'a^ä' + 2 c'13 a:!'^;^' + c'^a x^^ + 2 c'23 V%' + '^'sa ^s'^) f 
(qi x^^ -!- 2 c,g a:!»:^ + 2 c,g a^^aig + e^sa^" + 2 c^g 3^ä;g4- c^ja;/);] 

Hat man die traiisformirte Gleichung durch Multiplication 
mit %'^, B'^ auf die einfachste Form gebracht, so sind die 
rechten Seiten der Gleichungen 4«), 46); 5a), 56); 6a), 66); 
7«), 76); 8a), 86) noch bezüglich mit ©'*, IX^; ®'* J)'*; ©'«, i>'«; 
S)'^ i>'ä'; 2)'8, D'ä zu muItipHciren. 

Man ersieht aus Ba), 36), dass, wenn die Discriminante 
der ursprünglichen Kegelscbnittsgleichung Null oder von Null 
verschieden ist, ein Gleiches auch mit der Discriminante der 
neuen Gleichung der Fall ist, man mag in der Gleichung 
mit ©'^, D'^ multiplicirfc haben oder nicht. Multiplicirt man 
nicht, so bleiben nach 4«), 46); 5«), 56) die betreffenden Aus- 
drücke in der neuen Gleichung dieselben, wie in der ursprüng- 
lichen. Ueberhaupt bleiben nach 4) — 8) die Vorzeichen aller 
Ausdrücke, welche nach Art, 49 die Natur der Curve be- 
stimmen, unter allen Umständen unverändert, da alle, za den 
ursprünglichen etwa hinzutretenden Factoren Potenzen von 
geraden Exponenten sind. Aus 2a), 26) ist zugleich ersichtlich, 
daas, wenn die PartiahDeterminanten der Discriminante in der 
ursprünglichen Gleichung Null sind, dies auch mit denen in 
der neuen Gleichung stattfindet. 

54. Endlich erhält man aus Art, 53, 7a), 76) den Satz: Wird 
die Gleichung /'= 0, f = eines Kegelschnitts auf ein anderes 
Dreiseit oder Dreieck transformirt, und wird während der 
Transformation mit keinem Ausdrucke gekürzt oder erweitert, 
so bleibt die Coefficienten-Summe unverändert. 
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Es lässt sich dieser Satz auch noch auf andere Weise 
begründen: Denkt man sich eine orthogonale Gleiclmng 
F(x,y) ^0, i5();jt))^0 in eine homogene transformirt, so 
erhält man, wenn man weder kürzt noch erweitert, die in 
Art. 47, 1«), 16) aufgestellten Werthe für die Coeffieienten ö, c. 
Aus diesen erhält man 

Cn + 2C,3 + 2C,3 + Cä8 + 2Ca3 + C33 

-W-. («n [fe-5.) + ih-h) + te -&)]' 

- 2 o„ ( [fe - E,) + (j, -.£,) + (s, - Jj] fe _ y 

+ Ke, - S.) + te ~ Ii) + (I. - E,)] (t), " ?,) 
+ [(!, - E.) + (!,-!.) + (E, - E,)) («. - « ) 
+ 2 «„ I KE, - E.) + (E. - E.) + (E. - E.)] «>?). 
+ Ke, - E.)' + (E. - E.) + (E, - E>)) 3E. a 
+ Rh - Ei) + (E. - E.) + (E, - E>)) X. 9. 1 
+ «li K». -*) + (1, - W + Ö, ^ y]' 

- 2 0,. { [ft, - 5,) + ö, ^ 00 + (», - 5,)] I, a 

+ [(9.-«,) + (tl,-»,) + (»,-!),)] 3e,si, 
+ [(tl.-l)>) + (9.-11.) + (l)."ll.)) «,?)>) 

oder nach Art. 27, 2«) 



Mau hat also: 

Cii + ^Ci. + 2e,,, + c^a + 2% + c^s = «33; 1«) 

und ebenso 

t„ + 2c„ + 2c„ + c, + 2c, + c„-o„. U) 

Man sieht daher: Transformirt man eine orthogonale Kegei- 
schnittsgleichung in eine homogene, ohne zu kürzen oder zu 
erweitern, so ist die Summe der Coeffieienten in der neuen, 
homogenen, Gleichung gleich dem constauten Gliede in der 
ursprünglichen, orthogonalen; und aus Art. 48, la), iT) ergiebt 
sieh das Umgekehrte: Transformirt man eine homogene Kegel- 
schnittsgleichung in eine orthogonale, so wird das constanie 
Glied der neuen, orthogonalen, Gleichung von der Coefficienten- 
Summe der ursprünglichen, homogenen, gebildet. 
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55. üeberblicbt man nochmals die durch die ver- 
schiedenen Transformationen erhaltenen Kosultate, so bemerkt 
man Folgendes: 

Nach Art, 47 geht eine Gleichung .F=0, g = in 
eine G-leichung /■=0,.f = über, wenn man für l,x,y; i,l,\) 
die Werthe aus Art. 23, 7), 8) einsetzt, also bei der Trans- 
formation von F in f die Werthe 



l=^^.+?f^%+^-l^%; 




. = -»S-i..-iii.,-i=i., 




Heiast nun üf der Modulus dieser linearen Substitution, 


hat man offenbar 




^S. ^S. ^1% 





^=-SS Pä-t)3 ?3-5l 5l-D2 

h — £» Ea — Ji Si ~" Sa 
- ^ (3E,a [(E, - EJ (9. - W - (E. ~ E.) », - O,)] 
+ «.a [(El - E,) (», - 11.) - (E, - E,) (»1 - <h)) 
+ A% KE, - !.) («, - H.) - (& - S.) (1. - fe)l 1 
oder nach Art, 27, 8«) 



Es iat also sr der Modulus der linearen Substitution aus 
Art. 23, 7a), 8a); und ebenso ist ^ der Modulus der linearen 
Substitution aus Art. 23, Ih), W). Nach Art. 47, 2a), 2h) 
erhält man daher die Discriminante der neuen Gleichung, 
indem man die Discriminante der ursprünglichen mit dem 
Quadrate des Modulus der linearen Substitution multiplicirt. 
Nach Art. 48 geht eine Gleichung Ton der Form f^O, 
f = in eine Gleichung jF = 0, g = über, wenn man für 
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[Art. 56. 



■^11^21%; hihih ^'^ Werthe aus Art. 23, 3a), 3h) einsetzt. 
Der ModuluB dieser Substitution ist aber nach Art 23, 4«), 46) 
S), D. Nach Art. 48, 2d) 2h) erhält man daher wieder die 
Diacriminante der neuen Gleichung, indem man die Discri- 
minante der ursprünglichen mit dem Quadrate des Modulus 
der linearen Substitution multiplicirt. 

Nach Art. 53 erhält man die Gleichung / = 0, f = 
für ein neues Axen-Dreiseit oder Asen-Dreieck, wenn man 
die linearen Ausdrücke Art. 28, 9«), 9Zi) für die Veränder- 
lichen einsetzt. Im Falle der Transformation der Gleichung 
/*== hat man daher als Modulus der Substitution: 



M = 



©' %' 



oder nach Art. 29, III) h^', 6/, h^' 

oder nach Art. 29, IV), «^ 
Man hat also 



Es ist mithin xr der Modulus der 



Substitution aus 



Art. 28, 9a), und ebenso -jy der Modulus der linearen Sub- 
stitution aus Art. 29, 9b), (verg!. Art. 31). Nach Art. 53, 3«), 3b) 
erhält man daher ebenfalls die Diacriminante der neuen 
Gleichung /'= 0, f = 0, indem man die Discriminante der 
ursprünglichen mit dem Quadrate des Modulus der Substitution 
multiplicirt, wie dies nach den Gesetzen der Lehre von den 
Determinanten sein muss. Zugleich bemerkt man, dasa die 
Ausdrücke Art. 47, 48, 2a), 26), Art. 53, 3) — 8) einen 
invarianten Charakter besitzen. 
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211 - 



56. Wird die Gleichui^ eines Kegel Bchiiitts /"= 0, f ^ 
auf ein sich selbst conjugirtes Dreiseit oder Dreieck trans- 
formirt, so annulliren sich in der neuen Gleichung die Coeffi- 
cienten von ^i^2) ^i^t^ ^sh'i hihi &ih) hhs' ^^^ ^^^ Gleichung 
nimmt die Form an: 

c, 1,' + c, V + », V - 0; 1») c, i," + 1, h,' + c. ä,' - 0- 1*) 
Um dies für f^O zu beweisen, bezeichne man die 
Coordinaten des neuen (sich selbst conjugirten) Dreiseits mit 
Ei, t)i,; so lautet die Gleichung der Seite g^' des neuen Drei- 
seits, bezogen auf das ursprüngliche Dreiseit, nach Art. 30, lo) 

[(El' ^-h ^i') + fe ?3 - h %) + (h ^i - El' ^s)] ^. 
+ [(El ^i' - El' l)i) + (E:' 93 - Es 9i') + (Es t)i ~ Ei ^a)] ^a 
+ [(El % ~- h 9i) + (E.9i' - Ei'y + (Si'9, -El?/)] «a = 0; 
oder 

fta + i.a-~i,?);] «. + [s,a + 3£,?),--i,9,'i % 

+ [3£.a + I,!),'-I,B,'l«.-0; 

oder nach der Art. 28, 8a) eingeführten Bezeichnung: 

®u ^1 + %i «2 + ®3i ■^s = 0; 
und analog bei g^ ,g^, so dass die Gleichungen der neuen 
Dreiecksseiten lauten: 

</,' = ®ii «1 -f- Sai Äg + 5)31 ^3 = 0; 

gr/ ^ ©lä «, + ©32 % + ©aa s^ = 0; 

S'g' = ^13 ä'i + ®23 (^2 + ®33 % = 0- 
Bringt man dieselben auf die Normalform, so lauten sie nach 
Art. 30, 8a), mit Berücksichtigung von Art. 29, I), «[, h^, c^i 









- 8, = 0. 



2«) 



a, 3jg bezüglich die auf das ursprüngliche Dreiseit 
Coordinaten der Ecken G/, G/, G/ des neuen Drei- 
lüssen z. B, %, %, % den Gleichungen genagen 
Si'! »11 + »'ü «M + ft'. % — -öl 
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Eliminirt man aus den beiden letzten G-leichungen 
erhält man 

- f (2)32^13—33^2),,) 0,, + ^- {%,%, - %s%d 2 

oder nacli Art. 29, III), &g, h^ 

— D ®'j3 ^1, + B ®'ji Säi == 0; 



Eliminirt man aus den beiden letzten Gleichungen 0^1, 
erhält man 

-§- (®is3)2,, ~ ^13®3s) % — J (®^.®33 - 3)äfl®32) % = 

oder nach Art. 29, IIT), 6j, 63 



also % ^ ^.- ^ii- 

Setat man diese Werthe für 5g£,% in die er 
ein, so erhält man 

^ ■ S',1 ___^_ 

^ O ■ S'i5 

i) ■ %\, 



Verfährt man, um die Coordinaten der Punkte G^', G^' 
finden, welche den Bedingungen genügen müssen 

I- %, %. + w ®- ^^^ + I- ®a« ^^^ = 0; 

ebenso mit Anwendung von Art. 29, III), Cj, c^, c,: 
so erhält man 
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Setzt ma 
für 9i^i>: 





-" - ®'si 


"" »,<■, S' 


, +&•■.»■„ + «.'■.»',. ' 




B ■ w.. 


-» S,r, W 


, + j,r,»'„ + },.■,»■„ ' 




-B ■ S',. 


-»" s.r, * 


i +?i»!S)js +Ä'-8®i9 ' 




-ö ■ ®'31 


"'■' (?; r, ffi' 


, +J,.i »■„ + ».■, »•.. ' 




■P ■ ®'si 


"■» «..■,»• 


, +9=>i »'.,+»■'. Sl'.. ' 




B ■ !B'« 


"■• ■ s,n»' 


, +ft'i »■„+».••. »•„ ■ 


Jinn in den 


Ausdrücken für Sj^, %, 



II ; %, et«. 
,»•3 die Werthe aus Art. 36, 2a) ein, so er- 



■I^% _■ 3C381 -- D-S)',! 









oder nach Art. 29, VI), a. 



^^^J8l?aj 



'•x;^; 



oder nach Art. 26, la) 



Verfährt man, unter Änwendimg von Art. 29, VI), b., c. ebenso 
mit %, %, so erhält man als 
Coordinaten von G^: 

Coordinaten von G/: 



'WW' ■ 






3a) 



yGoosle 
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Nach Art. 45 müssen nun, um die Gleichung der Polaren von 
G,',<?ä',&3' zu finden, die Coordinaten dieser Punlite in die nach 
2i,s^,ß^ differenzirte Kegelschnittsgleichung für %,3s,S9 eingesetzt 
werden. Man erhält also als Gleichungen der Polaren von G/jfrg'.frj' 

c„ »' „+»„ ti'..+e,.»',. , , c.,y,;+i^,ti',.+s.a)'i. 



2 ^la^'n+Caa^'n + Cj,®',, , ^ q. 



■ ■ + «, 



1 » ■'i.^'ai+g..3>'..+°..»'.. , n. 

+ ITST «a — ". 

«i'Sa' -«i-r^- S.'9I,.' 

+ 2' 



!iÄ±4Ä.+fiÄ.,,_0. 



4o) 



Nun soll aber auchj// die Polare von Gi,g^' die von G^',g^' die 
von ög' sein. Es müssen daher die Gleichungen 4a), wenn sie 
ebenfalls auf die Normaiform reducirt sind, identisch sein mit den 
Gleichungen 2a). Keducirt man also z. B. die Gleichung a. in 
4a) auf die Normaiform nach Art. 30, 8a), und vergleicht die 
Coefficienten von ä„ a^, e^ mit den Coefficienten von ^i, %, % in a. 
der Gleichungen 2«), indem man zugleich in lelaterer wieder 
S)jj -|- S3g^ 4" ®3i für % schreibt, so erhält man die Gleichungen: 



D- 



. + c.. S'.. + e. . 



•L''' J,-»,- +"' ^TS" 

J_ O l. »' ii+»..gll+<t.»'.. -| J - »11 



D.2. 






, 9 '!i.y ii + '..»'u+c. .»'i.1 J-».i 

.r, CiiJg'ii + ei.g.a +'i.S' .a I o »i.g|i +g„»'i, 

■L ä!.'!.' "^ ä7S7 

1 o e„gi ,+c,aS'ia + ''aa^'.a1 _ J ■ 3),, 
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Aus diesen Gleichungen aber f 
Oonstante bezeichnet, 



2 . ^.- *. 






, wenn ^ eine niibestimmte 
— ■ — '^1 ■ Ji.li, 



• — fc ■ S),,. 



Analoges erhält man, wenn man die Gleichung b. in 4«) mit 
i. in 2«) vergleicht, und ©i^ + ©aa + ©33 für © schreibt; 
die dann eingehende Constante soll J^^ heiasen; und wenn 
man die Gleichung c. in 4a} mit c. in 2«) vergleicht, und 
2)ij + S)g3 + ©33 för 3) schreibt; die dann eingehende Con- 
stante soll Äg genannt werden. Man erhält dann die Be- 
ziehungen : 

c„ SB'u + e„ 3)'u + c„ E'„ = i /s, I,'g,- a„ 

c„ «)■„ + 0,, B'„ + c„ SD'„ = I *, Xj'Bg' 3)„: 

c„ S)'u + c„ S'„ + <!„ ®'i3 = i S, S,'9,' S,,: 

B„ »■„ + c,, »■„ + % S'a = I '.i S,'9,' S„ 

«11 3)'„ + c,, S'„ + c„ ®'„ — y 't, S,'§; %„; 5») 

c,s S',, + e„ E'„ + c,, ffi'„ = -i- i, äEj'a' ®, 

Cu 5D'„ + <!„ S)'„ + c„ Sl'3, — -^- Äj X,'9/ S, 

c„ S)'„ + c„ %;, + e„ S'33 — i i, X,'a' », 

% »'3, + »,. ^'., + <i, »',3 - Y 7% Si'g; a 

Transformirt man nun ciie Gleichung /*== auf das neue 
(sich selbst coujugirte) Dreieck, so erhält man als Coefficienten 
die in Art. 53, 1«) angegebenen Werthe. Man erhält also, 
indem man dieselben in etwas anderer Form und wieder s* 
statt g'i achreibt, die Gleichung: 
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^ ■ [(»,. » U + «l> »'.. + «la »■») S>'.. 
+ («u *'ii + «.! ®'ii + «a ®'ia) ®'i!i 
+ («1. »'u + «,s »'.. + % »1.) S>'i.] V 

+ 2 . i ■ [(C„ S-„ + »„ ®V + C„ S-„) »'„ 
+ (C„ »■„ + C„ S'„ + (i, S>-„) «•„ 
+ fe 3)'„ + c„ S'„ + C,, S'„) S'„] 2,2, 

+ 2 ■ ^ • [fei 5)'„ + »,, S>'„ + <kt S'„) S'„ 

+ w' ■ [fei ®'» + "'• ®'» + ">• ^■») ®» 
+ (c, »■„ + <i, s-„ + % a-„) s'„] V 

+ 2 . i ■ [fe, S'„ + «„ E'„ + c„ »'„) S-,, 
+ fe. S'i, + <si 3)'„ + <i, »'„) »'„ 

+ fea H'.! + «!s ®'s! + «1. S>'sb) S',,] 2,2, 

+ ^ . [fe, E'„ + c„ ®-,„ + .„ ©•„) ®-„ 

+ fe. ®'ll + »!. *'» + «!« S'„) »■„ 

+ fe. s'.i + «iB s>'n + «j. s'sj) Si'sj] «.' — 0; 

oder nach 5ffl) 

+ ^ ■ S, 3£,'8I,' (S'„S)„ + !B-„S)„ + SVa2>s>) ».^. 

+ ^ ■ *, s,'a' (i>'„s„ + s>'„s„ + »'„»„) «,«, 
+ yi ■ I *> x;a' (»„»„ + a',!»» + s>»5B„) %■ 

-f ri • *■ s.' 9.' .(»'.. ®.. + ^'»^a + ^'«.^a.) «.«> 
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oder nach Art. 29, IV), (i/, o,', <, i'„ i,', »,' 
f . I i, X;8,' ^.' + I- ■ I i, X/a' «/ + -J ■ Y *. «.•*' V - 0. 6») 
Man kann diese Gleichung noch anders schreiben. Addirt 
man nämlieh in 5«) alle drei je mit ß, mit 6, mit c be- 
zeichneten Gleichungen, wodurch man nach Art. 29, I), a, b, c 
auf der rechten Seite den Factor ® erhält, und dividirt dann 
durch 33, so erhält man die Gleichungeu : 

1 i. 3£,'?),' - i ■ [fe, »u+c, »■„+»„ »'„)+fe.i>-„+ci,a)-„+%,s-„) 
+(%»'ii+<is»'i,+«!.»'..)]; 

+ fes S''ai+%. S's.+'i.S'a,)]- 
Setzt man diese Wertho in 6a) ein, so erliältmandieGleicliung: 

^ • [fei Sl'u + «1! »'i. + «,. »'») + («» »u + »n t>'a + <« «'„)■ 

+ i ■ [fe, S>'« + «,. »',> + »« »;.)_+ fe. »'« + <i> SJ'o + <:.. ®',.) 
+ (»„ ®'„ + <ia i)-„ + Oj, S- j] V 

+ y ■ [fei »'« + »1. »'» + «.. 50'») + fes »■» + «!! S'.. + «.. ®'..) 

+ fe> »■„ + <:,s »'„ + «,, »■„)] V - 0; 

eine Gleichung, in welcher die Glieder mit Si^^, z^s^, s^s^ ver- 
schwunden sind. 

, Um den Satz für f = zu beweisen, bezeichne man die 

Coordinaten der Ecken t?/, (?/, G^ des neuen (sich selbst 

conjugirten) Dreiecks mit x't, pl, dann lauten nach Art. 30, 16) 

und Art 28, 8b) die Gleichungen der Ecken des neuen Dreiecks: 

G,' = A.ä. + A.äi + Aiä.-0;| 

G.' = A> i, + B« ä, + A, i. - 0; 26) 

ff,' = As 8. + -ö» h + A. ia - 0. J 



Ja) 
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[Art. 56. 



D»naohArt.29,<j„i>„<!,I)„+.0„+D„— D,J)„+D„+7)„— 7), 
Di^-{- D^ -|- Z)g5 = D ist, so besitzen diese bereits die Normal- 
form. Sind jii, äiäjäjä die Coordinaten bezüglich der Seiten 
Siiff^iSit ä" müssen für g^ die Gleichungen gelten 
9i'i in + 9i't Sil + ».»•j i.i — ^i 

Ai 8„ + A. 8.1 + A. fe. - 0; 
A. ii, + A. 8« + A, i» - 0. 

Eliminirt man aus den beiden letzten jg^, so erhält niEin nach 
Art. 29, III), 6g, &ä 

- D . B\, an + -0 ■ -O'n ä.i = 
also äsi = ;ö7; ä"- 

Eliminirt man äsu ^o erhält man nach Art. 29, bi, b^ 

D ■ -ö'is äu — -ö ■ -i^n äsi = 
also 331=^ all! 

u. s. w., und mau erhält so die Gleichungen: 
B - B'., 






Setzt man hier für ^jj-j, g.^r,^, g^r^ aus Art. 26, 26) ihre Werthe 
ein, so wird der Nenner aller j^j nach Art. 29, VI), a. X^ r^' ■ D, 
der Nenner aller ^ji^ nach 6. X^' Y"/ ■ D, der aller ä^j nach c. 
X/Ja'-Ä Man erhält also als 



J/ll 


,1>\ 




+ 9,' 


i)',. 


"'' 


1 ^\ 


+ »■>■, i)', 


+ a> 


.D'ja 


ffi 


^\ 




+ 9.> 


w,. 


Ol 






+ !>.. 




Hl 




D-ff, 


+ 9.' 




9, 


I ^^1 


■D-If. 


+ 9,> 




'' 


tl^. 


DD-, 


+ 9,' 


» ^S3 


9i 


, i"'. 




+ 9.' 


. ».. 
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Coordinaten von (/,'; 












äs 


ff',. 






Coordinaten von ff^': 


, ii 


= Ä'> 




SS) 














; is 


.=Ä' 






Die Gleicliungen des Pols von g^ 


0.' 


(;.' lanten nmi 


nacl 


Art. 46 








2- ;j_.y_. -ii + a--- 


ff, 




■k 




ff'i 


•i.-Oi 




„ c„B'.„ + c„D-„+c„I>'„ . 1 „ c, 


aff's 


+,„ff„+t..ff 
X.'Y,' 


■■!. 


„ <„D'„+.,.B-„ + .. 


ff. 


•fe-0; 








., t„B-„+(„I>'..+c,.I)„ , 1 „ t 


,ff' 


,+«„ff.,+^.ff 


'■i. 


x;y: ii 1 " 






, 2.c.ff„ + <„^rfi 


ff'. 


■1,-0. 







4fc) 



ßeducirt man diese auf die Normalform imd vergleicht die 
Gleichung a, h, c in 46) bezüglich mit a, h, f. in 26), -welchen 
man auch die Form geben kann: 

»■ g ■ A. ii + 3 ■ A, ä2 + I • A. i. - 
«• 5 • A, i, + S ■ A. fe + 5 ■ A. ä. - 

und sehreibt für das D im Nenner in a. Dj^ + D^^ + -Dhh 
ia 6. D,a + As + Aa; ™ «. As + Aa + -Ösg, so erhält 
Dian mit Vertauschung der deutschen und lateinischen Buch- 
staben dieselben Gleichungen wie in 5«), und findet ganz wie 
bisher als Gleichung des Kegelschnitts, wenn auch hier \, \, fcg 
unbestimmte Constante bezeichnen: 

oder 
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-^ ■ [(tu -ö'n + t„ V„ + I„ !>■„) + (C„ I>\, + t„ iy„ + C„ 1)\,) 
+ Cc„ X>'„ + c„ TZ,, + c,; !/„)] ä,> 

+ i- ■ [(tu v,i + k, iy„ + 1„ -»■„) + (t„ i)'» + c„ v„ + c„ iy„) 
+ s ■ [(t„ -0 M + 1„ -B'„ + 1„ iy„} + (q, d;, + c,, n',, + c,, iy„) 

+ (t„ i)-„ + t„ V„ + !.,, ])\,)] fc' - 0. 

Es verschwinden also auch hier die mit JiS^, Jiäj, J^äs ^ß" 
hafteten G-Keder. 

Uebrigens überzeugt man sich auch hier leicht, dass die 
Coefficienten- Summe der neuen Gleichung dieselbe ist, wie 
die der ursprünglichen, falls die neue Gfleichung durch keinen 
Factor erweitert oder gekürzt worden ist. Denn addirt man 
die Coefficientön in 7a) und nennt die Summe S, so erhält mau 

S _ i [(S',.-+ Sl'„ + »■„) c„ + (S)'„ + »■„ + »'„) e„ 
+ (»■„ + V,, + SB',,) »„ + (E'u + S'„ + VJ «„ 
+ (S'„ + »'„ + »'„) c„ + (S'„ + S',, + »'„) «j, 

+ (S-„ + s>'„ + »■„) «„ + (»•„ + »■„ + »■„) f„ 

+ (S-„ + !B'„ + S'„)%] 
öder nach Art. 29/ I), «,', 6/, q' 

oder 

Ä = ü„ + 2ci, + 2cj3 + ca, + 2cg, + %. 
Ein Gleiches geht auch aus Ib) hervor. 

57. Soll die orthogonale Kegelschnittsgleichung F{x,y) =0, 
% (i> ^) = in eine homogene auf ein sich selbst conjugirtes 
Dreieck bezogene transformirt werden, so kann dies auf zwei 
verschiedene Arten geschehen: 

Um nämlich die Aufgabe zunächst für F == zu lösen, 
kann man 1) die gegebene Gleichung F^O nach Art. 47 
auf ein beliebiges Dreiseit, dessen Seiten die Ooordioaten j^, ^t 
haben, und die so erhaltene Gleichung dann nach Art, 56 
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auf ein sich selbst conjugirtes Dreieck, dessen Seiten die 
Coordinaten Et, ^i haben, traiiaformiren. Man hat also zu- 
nächst nach Art, 47, 1«) die Werthe von Cjj, c^^, etc. aufzu- 
stellen, und diese Werthe dann in die Gleichung Art. 56, 7a) 
einzusetzen, welche zu diesem Zweclse in der Form geschrieben 
werden soll: 

^ • [c„ S'„ + c„ (E'„ + V„) + »„ (»■„ + »„) 

+ <!„ a'„ + c„ (»„ + s'„) + «,, SB'„] «,> 

+ y ■ [»u S-„ + «„ (S'„ + Sa) + <!„ (E'„ + S- J 
+ <i, S'„ + e„ (S'„ + H'J + e„ S',,] «," 

+ -^ . [c„ ®-„ + e„ (S-„ + ®-.,) + «„ (»■„ + »•„) 

+ '„ V„ + «„ (t>'„ + D'„) + »„ D'„] s," — 0. 

Heisst der Ooeffieient von s^^, s^, z^ beziiglich Cj, c^, Cg, und 
ordnet man nach den Coefficienten a^^,a^^,a^^, ete. der ur- 
sprünglicLen Gleichung, so erscheinen die Grössen CjjCjjft; 
unter der Form 

<r,_-i,.[<.„iv +«„*„■ +«„if„' +o„jy„' +0„»„' +«»J»„']i 

e. — j>- ■ [»ii-»u" +«u-*''ii" +«i.J^i." +o,.-Kb" +»„W„" H-On-».!"]; 

0, - ^, . [«„»"„"■+«.> ».■■"+«,.«„"+<.„«-,;"+o„y,v"+o„-»,r]. 

Nun ist offenbar 

+ (&-&)(&-6)I>u + (Ei-E,)(E.-E.)«'',» + (E.-&)'»,. 
+ (E.~Ei)(Ei-E,)»'i. + (!.-&)fe-!jS''„ + (&-Ej'S)'„) 

- i ■ { (& - E,) 3)-„ Ife - E.) + (S, - El) + (S. - E,)] 
+ (e, - E,) »„ [{E> - E.) + (E, - !.) + (E, - E,)] 
+ (E, ■- E,) »■„ 1 (E, - S.) + (e, " El) + (S. - E,)] ) 
~0 
nach Art. 27, 2a), a). 
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- Si ■ I («.-«.) ®'.i [fe - E.) + (E. - 6) + (El ~ E.)] 
+ ».-»i) S'u KEs-S.) + (E.-E,) + (E.-S.)] 
+ (!)■ - S>) E'i. KE. - Ea) + (E, - El) + (El - E.) I 
+ (E. - Es) ®'ii [(tfe-l),) + («.-Dl) + (», - 1),)] 
+ (E, - El) »1, [(Ü, ~ 1),) + (l).-t),) + (tli-tl,)] 
+ (El - E.) »■„ t(tj, " l),) + (l), dl) + (?i - 1) J] I 



jy'i. - 1^ • I S.a »'„ Ke, - !.) + (E. - «i) + (El - I,)] 
+ X, 8. K'i, KE, - E.) + (E. - El) + (El - E.)] 
+ 1, 9, 3>'„ [(6 - E,) + (s, - ;,) + (j, _ f ,)1 
+ (E, - E.) »1. RS. + 3e,9, + 3E,9J 

+ (E. -El) s>'i, RS. + x,a + x.ai 

+ fe -E,) E',. [3£,ft + I,a + SS,i] 

-^■[(E.-E,)»u + (6-Ei)»'„ + (Ei-&)I>'i,] 
oder nach Art. 29, VII), «^ 

J»',,- 14 ■(£.'- &■)-(£.■-&■). 
■^'sä efgiebfc sieli sofort, da es aus den t} ebenso entsteht wie 
N\^ aus den j; es ist also 

N' = 0. 



, entsteht N'^g ebenso aus den \^, wie N\^ . 
den X, nur hat ea das Minuszeichen; es ist daher 

*",. - - -|4 • («,■ - w) - - %' - <)■ 

Endlich ist 

ir,. - i • |s>a s>'ii R9. + 1,9. + S,9J 
+ «,a E'„ RS, + X,J1. + 3E,S),] 

+ s,j), »■„ [x,a, + 3E,a + s,9,]} 

also nach Art. 29, VI), a. 
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N',, 



•s,'a'-3t,'a'- 



Die Coefficienten N" gehen aus den N' dadurch hervor, daas 
an den ®' der erste Index je um 1 erhöht wird, und ebenso 
entstehen die N'" aus den N". Man hat daher nach Art. 29, 
YII) und VI) 

S„"_Oi N„"-0; *,," = (£,'-&'); tr„"-0; 
N^"~-(lh'-n,y, S.,"-S,'S),'i 

»„" — 0; N,;" — 0; if„"' — (j," - !,'); ff,,'" = 0; 

ff.r--(».'-fti')i jy„" - x,'s);. 

Es lautet demnach die transformirte Gleichung: 



y{«i.(E,'-6')- 



+ y-[< 






1«) 



lan auf gleiche Weise % 
I Dreieck transformirt. 



und ebenso erhält man, wenn man auf gleiche Weise (5(E,t|) = 
auf ein sich seibat conjugirtes Dreieck transformirt, 

+ i.[o.,«-<)- 

+ jf ■ [Oia fe' - O - "a (»,' — S/i') + %! 2;,' r;] &' } IS) 

+ i- • K w -:',')- »» {»■' - »,') + «.. ^.' K,'] ä," - 0. J 

Diese Gleichungen haben das Eigenthümliche, dasa in ihnen 
die CoefScienten «u, a^^, a^^\ 0^^, a^^i '^22 g^^" nicht mehr vor- 
kommen, obschon bei orthogonalen Punkt-Coordinaten diese 
Coefficienten die Partial-Determinante A^^, und mithin nach 
Art. 15 wesentlich die Gestalt der Curve bestimmen. 

Man kann jedoch 2) auch so verfahren: Man bestimmt 
erst die Coordinaten der Seiten oder Ecken des sich selbst 
conjugirten Dreiseits oder Dreiecks, und transformirt dann 
die Gleichungen F{x, i/) = 0, g (j, 9) = auf dasselbe. Heissen 
nun, um wieder den Fall der Transformation von F(a', y) zu 
behandeln, die Coordin&ten der Seiten des sich selbst con- 
jugirten Dreiseits j*, t)t, sind also ihre Gleichungen die in 
Art. 21, \d) gegebenen, so müssen die Coordinaten der Ecken 
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des Dreiseits Art. 21, 2a) identisch sein mit den Coordinaten 
des Poles je Ton gi,g^,g^- Man hat also nach Art. 19, \a) 
und Art. 21, 2a) die Beziehungen (vergl. Art, 12). 



^% 



Es— Si 



h — lx _ A i^a + Aa^— Aa . 
S,a Aal). + AaS.-A.' ' 

_ iifta + Aäta- 
«iSs AA + A^a-A 

Hieraus folgt sogleich 

_ Aigi+A a Ei-Aa 









98 + As 









^l-9a = 



},+A8 



-■=e»?)u}3t() 



Man sieht aus diesen Gleichungen dass, was auch von seihst 
einleuchtend ist, nicht alle drei g und alle drei t) heliebig 
sein können, dass vielmehr, wenn zwei % und zwei ^ will- 
kürlich angenommen sind, da^ dritte j und das dritte ^ durch 
eie bestimmt ist. Denn, aus den beiden ersten Gleichungen 
von 3«) lägst sich gj, 9i, aus den beiden mittleren Jg, ^g, aus 
den beiden letzten jg, t)g je durch die zwei übrigen % und die 
zwei übrigen ^ ausdrücken. Es folgt nämlich aus den beiden 
ersten Gleichungen in 3a), nämlieh aus der ersten Gleichung 
links und rechts: 

Ml. (& - E.) - -i„ s> 8,] dl + W» (5. - &) - A, s, 9,] E, 

[^„ (S, - 1,,) + A„ S,9.i D, + [^„ % - 9.) + A. X,S),] t, 

-4,(l),-ti,) + A.3E,|),i 
folglicli 
[{A„A^ - ^ü-l..) S,a (E, - E.) - (A, A, - AsA.) a,a (fc - 

= - (J„4,. - A,,') x,1), d, - E.) + (A. A, - A> A.) s.a (>i. - 
-(A,A,-AiA3 3',a"; 
[(X„^„ - AiA,) 3E,ft (& - y - (A, A, - A, A,) 3£sa (fe ^ 
+ (4.A.-A.')3£.9.']E. 

_ ~ (A. A, - A.A.) S,a (e, - h) + (As A. ~ A,') 1.8. (». - 
-(A.A.-A.A,)X.9.'; 
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oder nach DivisjOH mit ^^% und mit Berücltsiditigung von 
Art. 12, lOo) 

[«., -1 (E. - J.) - «o -1 (9, - 1),) + «„-!■ S,9.1 «, 
- - K 4 (E> - E,) - »„ ^ 0>2 - <),) + «.1 ^ ■ 3^8.]; 

K J (E, - E,) - <% ^ Ö, - tl.) + % ^ ■ S,®,] E, 
--[«„^(E,-E,)-«„^{t|,-t|,) + »„^-3£,8.]; 
also nach Division mit A 


'' «.. te - 1.) - «,. * - W + «.. ä, 9. ' 
"„(&-6)-B„(i),-i),) + «„l,9. . 




" »■.l6-&)-"„(«.-«.) + "..äi.B, ' 
rl,™-n n <•-, (s.-S.>-«..(if.->l.) + '>,.^8, . 




«„(Ii-E.)-«„«-l),) + «„3i,», . 


4a) 


'' «., S. - £,) - ",. », - 11,) + «.. «.», • 
j «..(I,-!,)-»,.»!,- «,) + «,. 2,».. 




'" «,. (E, - !.) - »,. », - H.) + «.. 2E, B. ' 
, «„fe-E.)- «»(11,-11.) + »..2.9. 




*' %. (I, - 1,) - «,. (1), - W + «.. J, B. ■ J 
Aus diesen Gleichungen also bestimmt sich, wenn zw 


ei Paare 



von E, 9 willkürlich angenommen sind, das dritte Paar, Nun 
setze man die Werthe aus 3fl) in die Trans formationsfor mein 
Art 47, 1«) ein, so erhält man, wenn mau den Ausdruck 
für Cjj in der Form 

«„ - (E, - E.) K, (h -h>- «.i CD, - «.) + «,s Am 

-~(%- II.) [",. (E, - s.) - s. (9. - W + o» 3e.a] 

+ X,9, [a„ (E, - E.) ~ o,, m, -!!,) + »„ X,a] 
schreibt, folgendes Resultat: 

_i. i''„ii, + A.t,-A. »a .r„ 

-t-"»' J..>,, + !,,[,- A„ 
■ X,J), • [o, 



"I" J,sl), + ^..E, -^.. 



-^1, 1), + ^,3i;. —^1. 

yl„ 1), + A„s, - A„ 



A.l), +A.E, -A 
' A.l), +^3S, — Ai 

+ «.a ■ [«r 

A. 1), + ^.. E, ~A, 
' 3,3^111 +^".7e, — ^.i 



Aa 5, + ^.3 E, - Ao 

• s,9, + »!.■*. a] 

A, t, +^,.E, -A, 
' Aa 1), + A,, E, - A. 

•x.9. + »..-3£,ftl 



i,a 



ä;,a 



■lift 
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— 226 — [Art. 57. 

1 M ul)i + A.a-^.. I ^t.f„ (A r, + A I ~A \ 
S" ((A.t),+A,I,-A.)" "* [Ou l^ii 9i i- ^1. Ji Aj) 

+ «1. (^11 »1 + 4is El — A,) + »ij (A-, 1)> + Ah Ii — A>)] 

+ (i::?:tt5:~t)- • ^-s-' ■ ["■■ (^•' «■ + ^'- f- - ^-) 

+ o„ (A„ I), + ^„ E, - J„) + 0,, (^„ t), + A. 6 ~ A.)] 

+ , . I ,' i- ■ 3i,9>' • k, (Ai Üi + ^u El — As) 

+ «!. (^1. «1 + ^a E, - A>) + %. Ui. Ol + -1.1 El - A.)] 1 

°s-.-l (A:?.+A:':il'.'.)- -^-a.'-[(<'..A.+»..A.+«..^..)9i 

+ (aiiA2 + %aAä+«i3^ä3)Ei — (öuAs + '^iäAs+ais^as)] 

+ («iiAi+"»4.+«ij4s) El — {ihtAt + 'htAt+<hsAt)\ 

+ A.l).+A,;,-A. ' *'!*•"■ [(""^" + '^»^1' + "«^"' ''■ 
+ («1. A! + «!j^>!+«ss^a) El — (»isA. + «!s4h+»jjAs)]1- 
Nun ist in der ersten Klammer das erste, in der zweiten das 
zweite, in der dritten das dritte Glied gleich A alle übrigen 
sind Null. Man hat also; 

,. _i iSil A 

ptulli+Aai-Aa n , AaB i + AaSi-Aa T- _i1 

U„i!,+A.ti-A.''"'"^=i)i+A.l,-A." i 
oder, wenn man für die Brüche in der Klammer ihre Werthe 
aus 2a) einsetzt, 

_ > ».».' i.ri.-Ja„ II. -n. - ^ ,1 

!>"»' A.«l+A.5,-Aa LlaR '• 1,9, '■ ^J 



),+A 



J|j,--^,_--i-[Sift+Sza+i.a] 
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Da wach Ai't. 47 Cg^ uud c^-i diircli Fortschieben der Iiidices 
au allen deiitschen Buchstaben entstehen, und dasselbe in 
den Uleichimgen 2«), 3ffl) stattfindet, braucht man, um c^^, Cgg 
zu bekommen, im Werthe für c^^ nur ein Gleiches zu thun. 
Schreibt man den Ausdruck für Cj^ in Art. 47, 1«) in 
der Form 

«,. - il ■ I (!, - &) [«1. (& - El) - «u (IIa - Ol) + <■» I»9.J 

- % - D.) [»u CSs - E.) - «. (», - W + <•!, KiBJ 
+ 1,9, K, (E.-E,) -«. (1),-»,) + «,, 3£,a]} 
so erhält man durch Einsetzen der Werthe aus 3«) auf die- 
selbe Weise wie bisher: 

«" = i ■ lÄTsfel-^A. ■ *.9. ■ [(».. A. + »,. A, + <■„ ^„) », 

+ {0„ A. + »u -^B + «., A.) Eä - («„ A. + «n Ai + »1. A.)] 

+ z;;»r+T!t^^ • Ää. •[(«.= ^" + «- ^" + «» ^..) fc 

+ (»IJ ^H + »H ^» + "» A.) El -^ («IS ^il + OüS ^. + %. 4»)] I 
oder also, da der erste, zweite, dritt« Coefficient bezüglich in 
der ersten, zweiten, dritten Klammer gleich A, alle übrigen 
Null sind, 

-i-2:;öä!t^-^-i-[E.».7-E.ife^aia] 

also Ciä ^ 0. 

Nach der oben gemachten Bemerkung über das Fortriieken 

der Stellenzeiger ist daher auch «^3 = 0, und e^^ = 0,3 = 0, 

wie es nach Art. 56 sein muss. Man erhält demnach als 

Gleichung: 

_A ^,^a ,^— '^ ^3^1 . - !* 
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— 228 — [Art. Ö7. 

Diese Gleichung erscheint anf den ersten Anblielt von 
der oben la) aufgestellten völlig verschieden, bei genauerer 
Betrachtung aber ergiebt sich, dass beide Resultate, \a) und 
5a) identisch sind. Bei einer Vergleicliung beider sind jedoch 
die gestrichenen Buchstaben in lo), ®',ji,t}i mit ungestrichenen 
®, %i; i)i! zu ver tili! sehen, weil bei der Ableitung der Gleichung 
5o) vorausgesetzt war, daas die Coordinaten der Seiten des 
sich selbst conjugirten Dreiecks ^t, Ij* sein sollten (während 
bei 1«) in Folge der dort vorausgesetzten zweimaligen 
Transformation, erst auf ein Dreiseit gi. t)*. dann auf ein 
Dreiseit Jt, t)i- diese Coordinaten eben jj., tfk genannt worden 
waren). Berücksichtigt man dieses, so hat man nach 3a) 

i • h fe - h) - 'hs (n. - ^.) + S. ^.%] = h ■ ^3^, +ll\ - A. 



33 As^li+AaEi — Ab 



i • [.„ (E. - 6) - «., (n, -«,) + "» 3:,3,] _ i ■■ ^„,.+lf',.^^.. 

A 

;- • [">. {& - E.) - ",. («. - «=) + «» S, 3).] _ i ■ j;;^*^.-^ 

3e.B. 



^ 


,i,,+Ä,a,- 


■A. 


-{< 


ll3^13+«ä3^S 


»+»..4 


A 


ä.9, 





■[(ffl3^„4«^3yl,!,4«33^J3)t)a+(rtJs^l2+ff^3^^a+03S'4^3)&-(%3-^l3^^3^2S^-^ 



Es sind also beide Formen la), Öa) identisch. Wenn man 
sie auf die einfachste Form bringt, lauten sie 
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K, CS. - - £.) 

+ [«,.(Ei-&) 
I,B. 


-«>.{!). -dl) + «..3'. 8.]% 
... 1 s,s, 







und diese sind ebenfalls identisch. 

Man Öberzeugt sich auf dieselbe Weise, dasa, wenn bei 
der Transformation der Gleichung g (j, t)) ^ das neue Dreieck 
sich selbst conjugirt, also die Seiten des Dreiecks die Polaren 
der gegenüberliegenden Ecken sein sollen, nach Art. 21, 2^) 
zwischen den Ooordinaten der Ecken die Gleichungen statt 
haben müssen: 



-X, !!,,!,, +«!„»;, 


— %; 


r, %„p,+%.x. 


-%,' 


-^, »„!,, + a„x. 


-«,. 


r, «.. ». + »,.«, 


-«,,' 


-."■ «,,;,, +«„a!. 


-Sfn 


oder: 


-«.,' 


«,,!/,+«„».-«,. 


.x,r, 


«„»,+«,. «,-«.. 


%,,J,+%,X,~%, 


•■X,F, 


%,</,+1i,A-%, 


»„!/. + »„«.-«,. 


.y/T. 



Femer finden zwischen den Ci 
Gleichungen statt: 

„ _ ttu (^—x, ) - U ta (y, 

-a^) — Ojä (y^ 



Vi — Hl 


a„s, + «„.»,-«„. 




x,r. 


-a„!,. + «,.»:,-!i„' 




!/,-</, 


«,,!/, + »,,■..-«,.. 




x.r, 


-«,.,,+»,.<.,-«..> 




J/i — Vi 


«„•/. + «„^-a,.. 




X, Ys 


«,.!/. + «,«.-«..' 




-!/a— - 






a..»,+»,."',-si..-^'-^ 


-9i=- 






«..!/,+«,x,-St. -^'^ 


-»— - 


%„</.+%.'.-%. XI 


, 


«„!/.+«..«.-«., '^'^ 



2i) 



SS) 



'diiiai«n des Dreiecks die 



-!/.)H-«„X,r, 
-y .l + a,. X.y, 



tt, 




-1,1 


- Oj 




-».) + « 
-!/,) + « 






Ol 




-",> 
-^,) 


-«i 


(tl. 


- K) + • 
-»,) + « 


,X. 


r, 


Ol 




-i) 


~0s 


(S. 
C», 


-») + « 


3 ^1 


1. 


«1 




-«,) 
-«,) 


-0, 




-!/.) + • 
-!/,) + « 


, X, 


Y^ 



4!>) 
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Man findet dann die Gleicliung 



X,Y^ 



3^ = Ü. 56) 

Die auf die eiiifaclisten Formen gebrachten Gleicliimgeii Ih), 
ö&} lauten 

[dia (a^a - ^3) — fl.3 Q/a — J/s) + 133^ ^si j/ 
4- [«13 (% - ^) ~ 023 (j/a ~ !/i) + O33 ^3 ^1] ä/ 
+ [Oia (=^1 - ^2) - fläs (Z/z - J/.) + ".3 ^1 ^.] fe' = i 6h) 
X^T^ a 1 X, r, a 

«ij !/, + Sias X, - %^ ■ äl "T a,3 j/a + Stsj a;^ - ^^3 ' ^^ 

+ t-«rÄ?t=«r; '■' = »• '*> 

und sind ebenfalla, wie 16) und 5&) identisch. 

Aus 4«), 46) ist zugleich ersichtlich, dass, wenn auch in 
la), 16) die Coefficienten «n, %, 0,2; °iij i^ai "^la nicht vor- 
kommen, dennoch die Coefficienten von Si?,%^ indirekt von 
ihnen abhängen, da sich aus zwei Paaren der %,^-^x,y das 
dritte Paar mit Hilfe aller Coefficienten a,a bestimmt. 

58. Die Durchschnittspunkte der Gegenseiten eines einem 
Kegelschnitte eingeschriebenen Sechsseits liegen auf einer 
und derselben Geraden. (Pascal'seher Satz.) 

Die Verbindnngs geraden der Gegenecken, eines einem 
Kegelschnitte umgeschriebenen Sechsecks schneiden sich in 
einem und demselben Punkte, (Brianchon'scher Satz.) ■ 

Um den ersten Satz zu beweisen hat man Folgendes zu 
bedenken; Geht ein Kegelschnitt f{^-i,s^,s^ = ^ durch eine 
Ecke, z. B. Gj, des Dreiseits, so ist c^j = 0. Denn die 
Coordinaten von G^ müssen dann der Kegelschnittsgleichung 
genügen; diese Coordinaten sind aber 

Durch Einsetzen dieser Werthe in die Kegel Schnittsgleichung 
erhält man 
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Da nun -' nicht Null ist, 



i c., = sein. Ebenso muss, 



wenn der Kegelschnitt durch G.^,Gg geht, bezüglich 033,(^3 
Null sein. Es lautet also die Gleichung des Kegelschnitts, 
der dem Dreiseit umgeschrieben, oder dem das Dreiseit ein- 
geschrieben ist, 

Nimmt man ein solches Dreiseit (/^ g^ g.^ als das ursprüngliche 
an, und transformirt die Kegel Schnitts glejchung auf ein anderes, 
ebenfalls dem Kegelschnitt eingeschriebenes Dreiseit glg^g^, 
dessen Seiten, bezogen auf das ursprüngliche, undinNormal- 
forra, die Gleichungen haben (vergl. Art. 56, 2a) 



^3 ^ 



»n«. + | 


E, 


»„.. + ^ 


3) 


»„.+# 


B 



>.+{ 



s,+ 






so hat man in den Formeln Art, 53, \ä) c^ = c^s ^= C33 ^ 
zu setzen. Da nun auch das neue Dreiseit dem Kegelschnitt 
eingeschrieben sein soll, müssen die Coeffieienten Cj^', Cg/, Cgg' 
Null sein. Es müssen also die Gleichungen bestehen 

Cia S'si^'ää + Ci3 ©'3iS)'33 -I- Cs3 S)'s3S)'g3 = 0. 

Mithin muss die Determinante Null sein, also 

Sl'll5D'i2 5D'ji®\3 S',3®'i3 

^'aiSJ'ss, S)'a,S)'s3 ©'aaS)'^^ =0. 1«) 

^'si^'aä ^'äi^'sa ®'3ä2>'a3 
Verbindet man nun die Ecken G^, Q^, G^ des ursprünghehen 
mit den Ecken (?/, G^' G^ des neuen Dreiseits zu einem Sechs- 
seit G^G^'G^G^'G^Gs, so sind 

G,G,' und G/Gg 
(?/(?a und GstSg' 
G.G/ und G^'G, 
je ein Paar gegenüberliegende Seiten. Nun sind 
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Man gelangt so zu dem Schlüsse, dass, wenn eich die Ver- 
bindnngsgeraden der Gegenecken in einem und demselben 
Punkte schneiden sollen, die Determinante 



I)„V„ HaV^ Z/„B'„ 
VtiBu II'^D,, I)'„D,. 

ir,,if,, ir,,B'„ D',,»« 



26) 



sein niusa. Entwickelt man dieselbe, so erkennt man, dass 
sie mit der in 16) aufgestellten identisch ist. Da nun letzt- 
genannte Null sein muss, muss auch die'Bedingung 2b) ertüllt 
sein, und die Yerbindungsgeraden der Gegenecken des Sechs- 
ecks gehen mithin durch einen und denselben Punkt. 



Verbesserungen. 
Auf p. 21 in 3h) lies 2 a,, a,^ a^, statt 2 a.j Oj^ 0, 
Auf p. 208 ist überall S sbitt ®' zu mtimi. 
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